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Résumé

Les courbes de Bézier quadratiques jouent un role fondamental pour la modélisation d’arcs de coniques. L’ utili-
sation de points massiques permet de modéliser des demi-coniques dans le plan affine euclidien ou des surfaces
canal dans ’espace de Minkowski-Lorentz. L’utilisation des nombres complexes permet de simplifier beaucoup
de raisonnements en géométrie et de simplifier ['utilisation des transformations affines planes. Dans cet article,
nous définissons dans un premier temps les nombres complexes massiques et dans un second temps, nous modéli-
sons des arcs de coniques en utilisant des courbes de Bézier rationnelles quadratiques avec des points complexes

massiques de controle.

Mots-clés : Courbes de Bézier rationnelles quadratiques,
points massiques, transformations massiques, nombres com-
plexes massiques

1 Introduction

Les courbes de Bézier ont été inventées par Pierre Bé-
zier [Bé€z86] et sont tres utilisées en C.A.O. car d’une part,
elles sont générées a 1’aide de points de contrdle et d’autre
part, pour obtenir I’image d’une telle courbe par une trans-
formation affine, il suffit de prendre les images des points de
contrdle par cette méme transformation affine.

Les courbes de Bézier polynomiales de degré 2 permettent
de tracer des arcs de paraboles connexes et bornés tandis que
les courbes de Bézier rationnelles quadratiques autorisent le
tracé d’arcs de coniques propres, connexes ou non, bornés
ou non. En informatique graphique, 1’usage est de ne plus se
placer dans I’espace affine mais dans la fermeture projective.
Cela pose quelques problemes :

e en géométrie projective T, 1a notion de métrique dis-
parait et il n’est plus possible de distinguer une ellipse

t. Si nous ne connaissons pas la droite de I’infini, il n’est pas
possible de distinguer une conique propre d’une autre conique
propre.

d’une autre ellipse, une hyperbole d’une autre hyper-
bole, une parabole d’une autre parabole ;

e lorsque I’arc de conique est représenté par une courbe
de Bézier, la modification d’un représentant de la
classe d’équivalence définie par I'un des points de
controle modifie la nature de la conique (un arc de pa-
rabole peut devenir un arc d’ellipse ou d’hyperbole)
cf. [Gar09,PT95] et annexe A ;

Pour remédier a ce probleme, il suffit de considérer 1’as-
pect barycentrique : une courbe de Bézier quadratique est
un lieu géométrique défini par des barycentres de points
pondérés. En faisant ceci, nous ne pouvons pas obtenir
les points a I’infini des paraboles et hyperboles. Nous de-
vons donc généraliser la notion de barycentre dans un es-
pace affine. Pour ce faire, nous considérons I’ensemble des
points massiques [FJ89,Béc97] qui regroupe 1’ensemble des
points affines pondérés et de poids non nuls et les vec-
teurs de I’espace vectoriel attaché a 1’espace affine que nous
munissons d’un poids nul. Ainsi, il est possible de tra-
cer une branche d’hyperbole, les premier et dernier points
de contrdle sont deux vecteurs directeurs de chacune des
asymptotes. De plus, un simple changement de parametre
homographique permet de déterminer les parametres (eu-
clidiens) de la conique définie par une courbe de Bézier
[Béc97,BG14,GB16,GBre]. Nous pouvons aussi munir 1’en-
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semble des points massiques de n’importe quelle métrique
et manipuler des cercles qui se tracent comme une ellipse
ou une hyperbole [GBMF15, GDB15b, GDB15a] ou déve-
lopper des algorithmes de subdivisions de courbes de Bé-
zier [GDL12,GBD15, Gar10].

Dans cet article, nous nous donnons deux objectifs :

e le premier consiste a définir des transformations mas-
siques permettant de construire I’image d’une courbe
de Bézier par une transformation affine. Pour ce faire,
nous allons définir des matrices de transformations
massiques, mais il est essentiel que les poids des
points pondérés et que les normes des vecteurs soient
conservées. Dans le cas d’un vecteur U, si I’appli-
cation affine f est une isométrie, les vecteurs U et

() ont méme norme, si f est une affinité ou une
similitude ¥ de rapport k, nous avons H?(ﬁ)” =
[k x | ;

e les nombres complexes étant un outil puissant pour
faire de la géométrie « a la Monsieur Jourdain ¥ »,
nous allons définir I’ensemble des complexes mas-
siques ainsi que les courbes de Bézier dans cet espace.

Larticle est organisé comme suit : dans le paragraphe
suivant, nous rappelons les définitions des points massiques
ainsi que des courbes de Bézier rationnelles quadratiques a
points massiques de contrle et nous définissons les matrices
des transformations massiques ; avant de conclure et de don-
ner quelques perspectives, nous introduisons 1’ensemble des
nombres complexes massiques et la définition des courbes
de Bézier rationnelles quadratiques dans ce contexte.

Dans tout cet article, P est le plan affine euclidien orienté
usuel muni du repére orthonormé direct (O;ef;e3). Les-

pace vectoriel attaché a P est B

2 Ensemble des points massiques

Dans ce paragraphe, les plans vectoriel B et affine P
peuvent étre remplacés par tout espace affine £ de dimen-

sion n, n € N* — {1;2}, d’espace vectoriel attaché ?

2.1 Définition

L’ensemble des vecteurs du plan vectoriel B et des points
pondérés du plan affine P sont regroupés dans 1’espace P
défini par :

ﬁz(PxR*)U(Bx{O}) (1)

1. Une homothétie est une similitude d’angle nul.

§. Il faisait des rimes sans le savoir. L’utilisateur pour donner des
points de contrdle sans connaitre le formalisme mathématique qu’il
y a dans le logiciel.

etil est possible d’identifier Pa B @ E) L’idée est de consi-
dérer le plan affine P comme un hyperplan de P d’équation
w = 1:la coordonnée supplémentaire représente le poids du
point pondéré. Un point massique est soit un point pondéré
du plan P, soit un vecteur du plan vectoriel
affectons un poids nul.

a qui nous

Rappelons que le barycentre d’une famille de points pon-
dérés (A;;w; ), dont la somme des poids est nul n’est pas
un point, mais le vecteur :

7 = Z wi]W—AZ
icl

qui est indépendant du point M. Il est donc naturel de re-
grouper dans un méme espace les points pondérés de P et
les vecteurs de B identifié a I’hyperplan de P d’équation
w = 0. Nous pouvons ainsi généraliser la notion de bary-
centre aux familles des points pondérés dont la somme des
poids est nulle.

M. Fiorot et al. travaillent directement dans ﬁ, et ter-
minent par une projection idoine (sans le poids) sur P ou
selon le cas.

__ Etant donné un point M du plan affine, tous les points de
P situées sur la droite (O3 M), privée de Oz, ont méme
projection sur le plan affine et sont donc notés avec la méme
lettre M. Si un point M a pour coordonnées (x;y), et si w
est un réel non nul, nous obtenons, dans le cadre de la théo-
rie des points massiques, le point pondéré (M ;w) représenté
par ((z;y);w) tandis que les coordonnées homogenes de ce
point seraient (wx;wy;w). Afin de pouvoir manipuler, de
facon tres simple et trés pédagogique, les coordonnées des
points ou des vecteurs, nous définissons 1’opération d’ad-
dition en n’utilisant que des concepts faisant intervenir des
transformations affines ou vectorielles. Ainsi, I’addition sur
I’espace P, notée @, est définie de la facon suivante :

ew#0 . Alors :
(M:w)® (N; —w) = (wW;O)
ew#0 . Alors:
(M;0)® (M; —w) = (WW;O) - (W;o)

ewu(w+p)#0 . Alors :

(i) (Nip) = (bar { () (Vi) oo 1)

oll bar {(M;w) 3 (N5 ) } désigne le barycentre des
points pondérés (M;w) et (N p).

o (U;0)®(7;0) = (U +7;0)
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ow#O:(M;w)@(ﬁ;O):<717(M);w> ol
T est la translation de P de vecteur .

Remarquons que le barycentre des points pondérés (M;w)
et (N;u), avec la condition w + p # 0, s’exprime trés faci-
lement en utilisant la translation :

(M;w) @ (N; )
(Miw+p) & (M; —p) & (N3 1)
(10 (47TR0) @
(TLW(M);MJHL)

wtp

et si «, p et w sont trois nombres non nuls, nous avons :
(M;aw)® (a;0) = <T$7(M);aw> 3)
d’une part et :
(Ms;aw)® (Nsap) =
(bar{(M;w);(N;u) } jo (w+u))
d’autre part. De plus, si wu (w+ ) # 0, alors, nous avons :

(Miw) @ (M;p) = (M;w+p) )

4

Sur I’espace P, nous définissons la multiplication par un

scalaire, notée ©, de la facon suivante :

e aXw#0= a0 (M;w)=(M;aw)

_>

o w£0= 00 (M;w)= (0;0)

e a®(U;0) = (a;0)
Notons que la multiplication a ® (M ;w) permet d’exhiber la
différence profonde entre I’ensemble des points massiques et
I’utilisation des coordonnées homogenes dans le cadre de la
géométrie projective. De plus, la formule (3) peut s’écrire :

(M;aw)® (a;0)=a6 (M;w)& (L:0)) (6)

Notons que la définition de 1’espace P n’utilise que des
notions affines (barycentres et translations ) ou vectorielles

a partir des plans affine P et vectoriel : nous pouvons
définir n’importe quelle forme quadratique sur le plan vec-
toriel [GBD16, GDB15b, GDL12]. De plus, 1’ensemble

(ﬁ; ®; @) est un R-espace vectoriel de dimension 3.

2.2 Matrice massique d’une transformation affine
2.2.1 Définition

Une transformation affine est une application % bijective
qui conserve le barycentre. A toute transformation affine cor-

9. Un vecteur est un représentant d’une classe d’équivalence de
bipoints équipollents : un parallélogramme peut &tre caractérisé par
le fait que ses cOtés sont paralleles deux a deux.

respond un et un seul endomorphisme ? . La réciproque est
naturellement fausse : une application affine .% est comple-

tement déterminé par son endomorphisme associé ? auquel
il faut ajouter le couple (M,.# (M)) ot M est un point de
‘P. En général, M est soit un point fixe de .%, soit 1’ori-
gine du repere. Commencons par donner la définition d’une
transformation massique.

Définition 1 :
Soit .% une transformation affine d’endomorphisme asso-
cié F.
La transformation affine .% induit une transformation mas-
sique .% unique définie par :

e Sile poids w est nul :

F(:0) = (Ef(m :0) @)
e Sile poids est non nul :
ZF (M;w) = (F (M);w) (8)

Soit .# une transformation affine de P d’endomorphisme
associé } dont la matrice est :

my=(0 1)

a b
cd‘#o

avec la condition :

La matrice massique définie par la transformation affine .%
tel que .# (O) (zo;yo) est :

a b x
/\/l§ = c d Yo (9)
0 0 1

et la composition de transformations massiques se calcule en
utilisant la multiplication classique des matrices. L’image du
point M (z;y) de poids 1 se détermine par le calcul :

a b =z T ax+by+xg
c d y |®| y |=| cxtdy+uyo
0 0 1 1 1

mais le probleme se pose si le poids n’est pas égal a 1 :
I’image d’un point pondéré doit toujours étre le méme
quel que soit son poids. Dans le cas général, la multiplica-
tion a droite d’une matrice par un vecteur colonne est définie
comme suit :

a b x T ar+by+xg
c d y |®| y |=| cx+dy+yo
0 0 1 w w

Naturellement, nous gardons 1’associativité du produit
X des matrices puisque le poids n’interviennent pas dans
leurs calculs, mais il reste a définir la multiplication d’une
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matrice par un vecteur colonne dans le cas d’un vecteur de
. Pour ce faire, considérons le vecteur (z;y) qui est un
point massique de poids nul, nous avons :

a b xo T ar+by
c d y |®| vy |=| cx+dy
0o 0 1 0 0

qui est équivalent a :

a b (T oz +by

c d y )\ cxtdy
ce qui permet de retrouver le point massique (J (7) ;0).
Notons que :

ol

det (Mﬁ) = det <M—¥>>
et que les matrices de transformations massiques définies ici
ne sont pas celles utilisées dans le cadre des coordonnées
homogenes : hormis le fait que nous n’avons pas de relation
d’équivalence, les multiplications (2 droite, celle a gauche
n’est pas définie volontairement dans notre cadre) d’une ma-
trice par un vecteur colonne ne sont pas les mémes.

En résumé, la multiplication ® est définie comme suit :

a b x T
c d y |®f y =
0 0 1 w

axXz+bxy+zyXlgs (w)
exz+dxy+yoxIg« (w)
w

ou 1l désigne la fonction indicatrice (I (z) =1 <=z € A
et I4(z)=0<=z¢ A).

Si nous nous plagons dans un espace affine de dimension
n, n > 2, la matrice massique définie par la transformation
affine .7 est de la forme :

M= Z(0
M§=( 092 E))

ol /\/T; représente les lignes et colonnes de la matrice

M; et # (O) désigne les coordonnées (sur une colonne)
de .Z (O).

2.2.2 Exemple dans le cas des homothéties

Soit k1 et kp deux réels non nuls. Considérons les homo-
théties affines J# et /4 de centre respectifs Qi (z1;y;) et
Q) (x2;y2) et de rapport respectif k; et k;. Un simple cal-
cul permettrait de montrer que ces homothéties peuvent étre

définies par les matrices massiques :

ki 0 (l—kl)
M= 0 ki yi(1-k)
0 0 1
(10)
ky O xz(l—kz)
My=[ 0 k pn(l-k)
0 0 1
d’ou
Mi\sz% :M% XM% =
ko X ki 0 ko xq (17]4)1)4’1’2 (l*kz)
11
0 kaxki  koyr (1—ki)+y2 (1 —ka) (in
0 0 1

et la question est la suivante : quelles sont les natures de

Hs o, et M50 942
e La matrice de % o?ﬁ est :

- ngkl 0
M%&?ﬁ_( 0 k‘sz)] )

qui est la matrice de ’homothétie vectorielle de rap-
port ky X k1. De plus, la commutativité de la multipli-
cation dans R permet de retrouver que I’ensemble des
homothéties vectorielles forment un groupe com-
mutatif.
e La nature de 5 = % o 7] dépend de ky X k|
©Casl :kyxk =1.
L’endomorphisme .77 associé a ¢ est ’identité :
H est donc une translation |, Pour déterminer le
vecteur de translation, servons nous de 7 (Q)).
0 (Q)) = Q) dou 7 (Q)) = 5 (Q)) ce qui
conduit au calcul :

k)z 0 xz(lsz)

T
0 k p-k) [&f v =
0 0 1 !

kyxy 422 (1 - k)
koyi +y2 (1 —k2)
1

d’ou :

(ko =D x1+x2 (1 —kp)

m (k2 —1)y1 +12 (1 - ko)
0

||. La commutativité de I’addition des réels implique que 1’en-
semble des translations forme un groupe commutatif.
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(ky=1)z1+22 (1)

(k2= D y1+y2 (1 k) =
0

(1=k2) (x2 — 1)
(1=Fk2) (y2—v1)
0

et nous retrouvons que la transformation affine
S = 5 o A est la translation de vecteur :

(1-k2) 210 (12)

©@Cas?2 :kyxkp#1.
L’endomorphisme .7 associé a .77 est une homo-
thétie vectorielle de rapport kj kp : ¢ est donc
une homothétie affine, de rapport k; k;. Il reste a
déterminer le centre Qg (xo;yp) de S en résol-

vant :
x0 T
M%O%@) Z/lo = Z/IO
qui est équivalente a :
{(lszkl):vo = kyxi (1—ki)+z2 (1—k2)
(I-k2k)yo = ky (1—Fk)+ty(1-k)

Or:
ky(1—k)+(1—k)=1—koky

et nous retrouvons que la transformation af-
fine ¥ = 76 o 7 est ’homothétie de centre
Qo et de rapport kr k; ot Qg le barycentre de
(Ql;kz (l — Kk )) et de (Qz; 1— k‘z).

Considérons le cas particulier ou Q, = Q). La ma-
trice de la formule (11) devient alors :

Moz = Mo * Mz =
kszl 0 xl(l—klkz)
0 kyx ki oy (1—kika)
0 0 1

et, par analogie avec la formule (10), 5% o J#] est
I’homothétie de centre Q; et de rapport ki ko et
nous retrouvons le fait que I’ensemble des ho-
mothéties affines de méme centre est un groupe
(commutatif).

2.2.3 Matrice massique d’une rotation affine dans le
plan euclidien

Comme nous sommes dans un espace euclidien orienté, a
partir de la définition de matrice de transformation massique,
paragraphe 2.2, nous pouvons définir les matrices de rota-
tions. Considérons les rotations affines % et %, de centre
respectifs Q1 (2;3) et Q3 (—5;7) et d’angle respectif r| = 5
et 7y = 7. Ces rotations peuvent étre définies par les ma-

trices massiques :

L V3 2433
2 2 2
Mg =| Vi 1 3-23
2 2 2
0 0 1
et:
Q ,ﬁ ,5+6\/§
2 2
Mg, =| ¥v2 v2 5
2 2
0 0 1
Nous avons :
M@zo%:M%XngI:
V2-ve  V2+V6  —20+23V2+5V6
4 4 4
V2+v6  V2-6 28+v2+16
4 4 4
0 0 1

Or, nous avons :

cos (1) = V2+V6

12 4
sin (1) = 7_\/§+\/6
12/ 4
et nous en déduisons :
V2-vo —sin(2) = eos(1)
4 - 12/ 12
V246

= cos <1) sin (71>
4 - 12 12

et M @ % M 7, estla matrice de la rotation massique,
d’angle 775 telle que les coordonnées de 1'image de O par
Y 0 X, soient :
—20+23v2+5v6
4

284+v2+/3
2

Naturellement, le centre de la rotation Qg (xo;yo) est dé-
fini par :

o Lo

Mg 5. @ ylo = Z/lo
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2.3 Courbe de Bézier rationnelle quadratique et
conique

Nous généralisons les courbes de Bézier rationnelles qua-
dratiques classiques c’est-a-dire que les points ** de contrdle
sont des points massiques (i.e. des points pondérés de P ou
des vecteurs de
dire :

) que nous supposons non alignés c’est-a-

2
e si Hwi # 0, il s’agit de la notion usuelle ;
i=0
e siw; =0 et si les deux autres poids sont non nuls, P;
n’est pas un vecteur directeur de la droite engendrée
par les deux autres points ;

. . = =
e siw; =0etw; =0,avec i # j, alors F; et P; ne sont
pas colinéaires.

Définition 2 : CBRQ dans P
Soit (Py;wp), (Pr;w) et (Py;ws) trois éléments de P.
Soit I (resp. J) I’ensemble des indices des points massiques
ayant des poids non nuls (resp. nuls).
Soit la fonction w  définie sur [0; 1] par :
wy (t) = Z w; X Bj (t)
icl

Un point massique (M;w) ou (;0) appartient 2 la courbe
de Bézier quadratique de points massiques de controle
(Poswo), (Prswi) et (Pa;wy), s'il existe un réel ¢y de [0;1]
tel que :

e siwy (to) # 0 alors, nous avons :

OM = — Y wBi(t)OP,
wf(tO)ie]
1

Y. B (to) P,

wr (to) /5
w = wylto)

13)
+

e siwy (to) = 0 alors, nous avons :

7 =Y wBi(t)OP+ Y. Bi(t) B, (14)
1€l eJ

Si tous les points de contréle de la courbe de Bézier ra-
tionnelle quadratique sont des points pondérés (J = () le
discriminant réduit du dénominateur est :

A = wl —wrwp (15)
et nous pouvons en déduire :

o si wlz — wy wo = 0 alors le dénominateur s’annule une et
une seule fois et la conique est une parabole ;

+*, Evidemment, les points de la courbe sont aussi des points
massiques.

® Si w% —wyp wo < 0 alors le dénominateur ne s’annule pas
et la conique est une ellipse ;

® si w% —wy wo > 0 alors le dénominateur s’annule deux
fois et la conique est une hyperbole.

Notons que le critere est le méme si J n’est pas I’ensemble
vide.
Un arc de parabole peut étre défini par trois points pondé-
rés (Po; 1), (Pr;w) et (Pg;wz), w # 0 ou un point pondéré
— —
(Po; 1) et deux vecteurs (P1;0> et (PZ;O), figure 1;
Un arc d’ellipse peut étre défini par trois points pondérés
(Pos 1), (Pr;w1) et (Py;wy) ou deux points pondérés (Fy; 1)
=
et (P5;1) et un vecteur (P] ;O), figure 1;
Un arc d’hyperbole peut étre défini par trois points pon-
dérés (FPo; 1), (Pswi) et (Pr;wa) ou deux points pondé-
%
rés (Pp;1) et (Py;—1) et un vecteur (P1;0> ou un point

pondéré (Pp;1) et deux vecteurs (1?0;0) et <]32>;0>, fi-
gure 1. La figure 1 a été réalisée en pstricks en utilisant
les courbes de Bézier rationnelles quadratiques et le forma-
lisme des points massiques. Le package est disponible ici :
https://www.ctan.org/pkg/pst-bezier.

2.4 Image d’une courbe de Bézier par une similitude
directe

Rappelons qu’une similitude directe est la composée
d’une rotation et d’une homothétie de méme centre (et la
composition est commutative). Posons :

dry = (1—kcos(0)) z1+ksin(0) yy
dyy, = —ksin(0)z;+(1—Fkcos(0))y

D’apres les paragraphes 2.2.2 et 2.2.3, la matrice d’une
similitude massique g ¢ 1 d’angle 0, de rapport k et de
centre Q (z1;yp) est :

kcos(0) —ksin(0) dx;

vl ksin(0) kcos(0) dy (16)
" 0 0 1
et nous avons bien :
x| x]
Mz elm =1 v

1 1

Les courbes de Bézier définies par des points pondérés
sont invariantes par transformation affine c’est-a-dire que
I’image d’une courbe de Bézier est une courbe de Bézier de
méme nature et les points de contrdle se correspondent.

Les points massiques décrivent les courbes Bézier ration-
nelles par des points pondérés et des vecteurs. Les trans-
formations massiques généralisent les applications affines.
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sk VH,—1

-5

“YH,1

-6 5 -4 -3 2 1 0

2 3 4 5 6 7 8

Figure 1: En utilisant le package pstricks, quelques exemples de courbes de Bézier rationnelles quadratiques utilisant des
vecteurs comme points de controle modélisant des arcs de coniques propres. Soit € dans {—1;1}. Les points de controle de la

— — —
parabole vp ¢ sont (Py; 1), <5;P1 ;0) et (PZ;O). Les points de controle de Iellipse vg, e sont (Qo; 1), <z—: Q1 ;0) et (Q2;1). Les

points de controle de I’hyperbole vy ¢ sont (1?5;0), (Ryse) et (]?2)0)

Ainsi le calcul d’images de courbes de Bézier par ces trans-
formations se réduit au calcul matriciel.

L’exemple suivant illustre ce propos. L’image par une si-
militude directe d’une branche hyperbole définie par deux
vecteurs purs et un point pondéré est obtenue en appliquant
la transformation massique de la similitude sur les seuls
points massiques de controle.

Considérons la branche d’hyperbole 7y modélisée par
une courbe de Bézier rationnelle quadratique de points

massiques de contrdle (V—VS;O), (Qrswy) et (V—V;;O> avec
— — .
Wo (1;1), Q1 (0;0), Wa (1;—1) etw; =2. Soit Q(2; —1) et

ygL% -2 la similitude de centre Q, d’angle 7 et de rapport

2 et déterminons I’image de la branche d’hyperbole par la

—~

similitude massique .7 = », figure 2.

Nous avons :
0o -2 0
M —~— = 2 0 =5 17)
Fo. m
A 0 0 1

0o -2 0 1 -2
2 0 =5 |®| 1 = 2
0 0 1 0 0

Faz2(00) = Faz2 (W) =281 +28 ()
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-5 —4 -3 ) 5

Zo,z 2(70)

17

o Cas2 (50) - (Faz s (W)s0)

Fo,z2(Quiwr) = (yg,g,z (Ql);w1)

Figure 2: Image d’une courbe de Bézier rationnelle quadratique de points massiques de contrile (W O), (Qrswi) et (W;O)

— —

avec Wo (1;1), Q1 (0;0), W2 (1;—1) et wy =2, par la similitude directe /g = ». Les points massiques de controle de la courbe
- -

image sont (5”97;,2 (W()) ;O), (ygﬂgﬁk (@1) ;wl) et (yg,gg (Wz) ;0)

tandis que pour ¢ = 1, nous avons : Ciomme nous avons :
—> —>
0 -2 0 1 2 70 (to) = (Bo (to) We:0) & (Qu:2 B1 (t0)) & ( Ba (to) W:0)
2 0 =5 || -1 = 2
0 0 1 0 0 le point Yo = » (70 (t0)) se détermine, par le calcul matri-
ciel suivant :
d’ou : Bo (o)
— 0 \to
J0,5 2 (70(15>==79,g,2 (Wz)=26—1>+26—2> (19) Mo~— @ By (to)
QT2 0
Pour tg € ]0; 1], 70 (o) (z (to) ;y (to)) est le barycentre de 0
— — ,
(Bo (to) Wo;0>, (Q1:w1 By (to)) et (Bz (to) W2;0> Cest- & M_—~—® 0
NIETI yﬂ,ﬂ,z
a-dire : E 2B (to)
(70 (to) ;w1 By (to)) B (to)
— = & M_~— @| —B2t
= <Bo (to) WO;O)  (Quswi Bi (t)) ® (Bz (to) Wz;0> Fo,z 2 é( 0)

- (T 1 (Bo(to)WoJrBz(to)m) (Ql) Wi Bl (t0)>

wy By (to) -
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Nous avons : nous retrouvons que les points massiques de controle de
By (o) Zq,= 2 (70) sont :
M ~— By (to) — —
Zo.3 2 0 yg,g,z (Wo;O) = (Vg,g,z (Wo) ;0)
0 By (to) 0,72 (Ql wi)) = (Fo,0k(Q1):wr)
= 2 24 By (tO) —
0 0 yg,g,z (Wz;()) = (y9,7,2 (Wz) 0)
—2 By (to) c’est-a-dire que le résultat usuel se généralise aux CBRQs
= 2BO (to) a points massiques de controle : pour déterminer I’'image
d’une CBRQ a points massiques de contrdle par une ap-
et: plication massique .7, il suffit de prendre les images des
By (to) points pondérés par .Z et des vecteurs par ? et les poids
M_—~— @ | —By(ty) sont conserves.
o,z 2 0
0O -2 0 B (to) 3 Ensemble C des nombres complexes massiques
= 2.0 =5 || —Bah) 3.1 Définitions de la somme et de la multiplication par
0 0 1 0 un scalaire
2B, (to) Dans ce paragraphe, nous construisons I’ensemble des
= 2By (to) nombres complexes massiques C, en tant que plan réel
0 muni du repere orthonormé direct (O; €] ; €3 ), ol un vecteur
ainsi que : 0 (a;b) de B est représenté par le nombre complexe :
0 2 =a+ib=alg+bs
M ® 0 . o .
o,z 2B, (to) et un point pondéré M (a;b), de poids w, a pour affixe pon-
dérée :
0o -2 0 0 ——
. 2 0 -5 | 0 M =a+ib+wrk=alg+br4+wk
0 0 1 2B (to) et, un nombre complexe massique est de laforme Z =z 4wk
0 ol z€CetweR:siw=0, z représente le vecteur du
_ _s plan d’affixe z tandis que dans I’autre cas, Z représente le
point pondéré d’affixe z et de poids w. Comme dans C, nous
2B (to)
avons :1 x1=1,1x2=12x1=1,12x12=—1. Concernant
ce qui conduit a : K, NOUS avons :
—2 By (to) 2 By (to) 0 kxE=Exk=0 avec £€{l;uk}
2By(to) |®| 2Bo(to) |® -5 =
0 0 2B (to) Naturellement, nous avons C C C et les nombres com-
1 plexes sont les nombres complexes massiques de masse
2B (to) (=2Bo (o) +2 B2 (to)) nulle. Il reste a adapter I’addition et la multiplication par un
scalaire. Soit 2] = 21 +wi Kk et 2> = 23 + wy k deux com-
54 1 (2B (ty) +2 Bs (to)) plexes massiques. Alors :
2B (to)

e w;+wy=0etwwy # 0 implique :
2B (to) S
2102 = (21 +wi k) D (2 —wi k) =w; (21 —22)
A partir des formules (18) et (19) et de : qui représente le vecteur d’affixe wy (21 — 22);
0 0 -2 0 * (z1t+wik)® (21 —wik)=0;
2 0 -5 |el o e wi +wy # 0 implique :
Za.5.2 2 0 0 1 ~
N Z1®2= (z21+twi k)P (2+wrk)
1

= w121 twrz)+ (W +wy) K
w1+w2(11 222) + (w1 +w2)

(=]

M

®
(e}
Il
I
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qui représente le point pondéré  d’affixe
m (w1 21 +wy 22) et de poids wy +wy ;

o w =wy=0= 2] P2 = 2] + 27 qui représente le
vecteur d’affixe z1 + 23 ;

e w; #0etwy =0 implique :

-~ 1
z1@zzz(z1+w]/{)@22=zl+w—22+w1n
1

qui représente le point pondéré d’affixe z; + wi] z et
de poids wy.

Evidemment, 1’addition ¢ est commutative. Nous définis-
sons la multiplication par un scalaire, notée ©®, de la fagon
suivante :

e a=0=a07=0

e aletw =0=ab®z1=az;
e axXxw 0= a®2z] =21 + awi k.

Si le point pondéré M a pour affixe z; = z| +wj k alors
le vecteur O M a pour affixe 2| c’est-a-dire que :

1 -
zlzw—Qzl@fn:(zlJrls)@(Ofls) (20)
1

Pour finir ce paragraphe, notons que (@, ®; @) est un R-
espace vectoriel de dimension 3.

3.2 Métrique sur C : module et argument
La métrique sur C — C est définie a partir de celle de C
c’est-a-dire que :

def

- 1 -
171] % ]—@zl@w ~ |l
wq

etsiwy =0, |z1| est la norme du vecteur d’affixe z| et dans le
cas contraire, | 21| est la distance du point pondéré M, d’af-

fixe z; a l'origine O c’est-a-dire I’affixe du vecteur O M.
Immédiatement, la distance entre les points pondérés d’af-
fixes z| et 2 est :

1 - -1
— OZ1®—O02n|=|z—2n|
w1 w2

L’argument du nombre complexe pondéré 2] = z;] +w K
est, quand il est défini, celui de z; c’est-a-dire :
21 20 = arg z] = arg z|
Soit o (zu) et o (zv) avec zuy = Tu +1yu €t 2o = To +
2Yy. Nous avons :

Zuzv = ZTut+ryu(Twt+iyo)

(@u = 1yu) (To +190)
= xuxv‘f‘yuyv‘f‘l(xuyv_xvyu)

d’ou :
Zuzv = 7o7+zdet(7;7)
2n
= ZTuTyt+tYuYv +1 z:: z: ‘

De méme, nous avons :
ZuZo=wU eV +1det(V; W)= oV —rdet(W; V)
d’ou les relations :
ZuzZv +2uzZv

weW 5

det (T: %) = M

(22)

3.3 Multiplication et déplacement

La multiplication dans C se traduit géométriquement par
une transformation géométrique du plan. Nous définissons
une multiplication ® de C* x C dans C par :

F=A®Z= AR (z4+wk)=(AX2)+wk
qui s’interprete géométriquement par une similitude :

e vectorielle de rapport |A| et d’angle arg A si w est nul ;
e affine de centre O, de rapport |A| et d’angle arg A si w
est non nul.

Immédiatement, une similitude massique de centre
Q(zq), de rapport || et d’angle arg A est définie par :

2= (wz0) DA® (FB —w2q) (23)

et la multiplication de zq par w vient compenser le nombre
% de I’addition . Distinguons deux cas.

e w =0 . Nous avons directement :
Z=A®%
c’est-a-dire que nous obtenons 1’écriture usuelle :
2 =Axz
e w # 0 . Nous avons :
ZOwzo = (z+wk) P —wzq = (2 — 2q) +wk
d’ou :
AR (Z® —wzg) =AX (2 —29) +wk
ce qui conduit a :
2 = Ax(z—zg)+z20)+wk
et nous obtenons 1’écriture usuelle :
=7 4wk = Ax(z—z0)+20)+wk

Notons que si nous avons [A| =1 (resp. arg A = 0 [n]), la
similitude est une rotation (resp. homothétie).

La translation est définie directement par la définition
de @.



Garnier et Bécar / Bézier et nombres complexes massiques 11

Considérons deux homothéties affines .77 et 7% de
centres respectifs Q (zq,) et Q; (zq,) de rapports respec-
tifs ky et k. Soit M le point pondéré d’affixe z; et de poids
wi. Alors & (M), de poids wy a pour affixe pondérée :

7y = (w1 2,) ® k1 ® ((21 — 20,) + w1 K)
= (w1 20,) ® (k1 (21 —2zq,) + w1 K)
= (k1 (21 —2q,) +29,) +wi K
=kiz1+(1—ki)zg,)twik
dou Zy =k1z1+ (1 — k1) 2q,-

De méme, 7% o 5 (M), de poids w; a pour affixe pon-
dérée :

Zy = (w1 20,) ® k@ ((Z1 — 2q,) + w1 K)
= (w1 20,)® (k2 (21 — 2q,) + w1 K)
= (k2 (Z) — 20,) + 20,) +wi k
= (k2 Z1 + (1 —k2)z0,) twi K
= (kak1z1 + k2 (1= k1) 20, + (1 = k2) 20,) + wi &
et nous devons distinguer deux cas.

©Casl :kyxk =1
Nous avons :

Z =z14+ (1 —k2) (2, — 2q,) +wi Kk
c’est-a-dire :
Z =z ®w (1-k2) O ((z0, +K) B (20, — k)
et % o #{ est la translation de vecteur
(1 —ky) Q1€ et nous retrouvons le résultat du
paragraphe 2.2.2.
©Cas?2 :kyxk;#1.
Nous avons :
ZNZ =ko k1 2 +k2(] — kl)ZQI +(l —kz)ZQz +wik
qui définit I"homothétie de centre Q (zq) et de rapport
k1 k. Le complexe zq vérifie :
zq =kokizq+ka (1 —ky)2q, + (1 —k2) 2q,
d’ou :
k(1 —ky) 1—k

Q= gk T

et la relation :

kz(lfk)])%*l*k)z:l*kzk)]

montre que Q est le barycentre de Q (ky (1 — k1)) et
Q) (1 — kp) c’est-a-dire :

Zo= zo+k

ko (1—F1)
(ZQI + I — s oy K

o (204 1=F2
& 1 —kyky

qui s’écrit :

— ky(1—kp)

o = T O (29, + k)
1—kp
b l_ikzkl@(zgz-‘rﬁ)

ce qui permet d’écrire :
22 = (w12q) Dkik:® ((z1 — zq) +wi K)

et nous retrouvons le résultat du paragraphe 2.2.2 : il
est donc 1égitime de noter de la méme fagon la multi-
plication d’un complexe massique par une complexe
et la multiplication d’une matrice massique par un
vecteur colonne.

3.4 Anti-déplacement
La symétrie par rapport a 1’axe des abscisses est définie
par la conjugaison c’est-a-dire que :
— def _— J—
2l = Z1+w k=21 tw1 K
et nous allons généraliser ce résultat aux réflexions quel-
conques.
3.4.1 Equations de droites

Soit 2,4, = a+1b un complexe non nul et z = x + 2y un
nombre complexe. Nous avons :

ZabZt2Zgp 2
= (a+1b) (z—ry)+(a—1b)(z+ry)
= ax+byt+i(bzr—ay)tazr+by+i(ay—bx)
= 2ax+2by
et nous pouvons énoncer :
Théoréme 1
L’équation complexe de la droite A d’équation :
az+by+c=0, (a:b;c) € R, (a:b) # (0;0)
est:
ZabZ+Zgp2+2c=0 24)

avec zgp = a+1bet z=x+1y.

Notons que z,y est I’affixe d’un vecteur normal V—Z ala
droite. En effet, soit A(z4) et B(zp) deux points distincts
de la droite A. Comme c est une constante et que les deux
complexes z4 et zp vérifient I’équation (24), nous obte-
nons :

2ab 2B — 2A+Zqp (2B —24) =0

H
et d’apres la formule (22), les vecteurs Vu et E sont or-
thogonaux.
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3.4.2 Expression analytique d’une réflexion

Nous pouvons énoncer :

Théoreme 2

Soit I’équation complexe, d’une droite A, donnée par la for-
mule (24).

Soit M (%) et M’ ( ) avec 7 =z+wret 2 =2 +wk.

Le point M’ est I’image de M par la réflexion d’axe A si et
seulement si :
Zab

Démonstration : Cherchons les points invariants :

ZabZ+2c
Z:Z/<:> 7_(11)T
Zab
= 2Zg=—(zaZ+20)

= 2ZgpZ+Zgpz+2c=0
et I’ensemble des points invariants est I’axe A. L’équation

(25) est équivalente a :

2
z 2¢c
S = abzzf— (26)
|Zab| Zab

et —

2
‘2 est un nombre complexe de module 1 : la transfor-

‘ a

mation géométrique est un anti-déplacement comme compo-
sée de la réflexion d’axe réel, suivi de la rotation de centre

2
I’origine et d’angle arg — P ‘2 suivi de la translation de vec-
teur d’affixe — 2:1
|

. . . . s . .
Si w = 0, la réflexion est vectorielle d’axe A d’équation :
ZabhZ+Zapz =0

sinon, la réflexion est affine d’axe A. Sauf mention contraire,
dans la suite, une réflexion sera affine.

Soit I (27) le milieu de [AZM']. Nous avons :

z’+z

2
( zabz+26+z)

zZr =

2
zabz+2c—zabz
N 2
et nous obtenons :
. ZabZ+2Cc—Zgp 2
Fap 2l = — ab 5 ab
d’ou :
- ZabZ2+2C—Zgp 2 ZapZ+2c— 2402
I Rab = — =

2 B 2

et finalement :
Zab 21 T Z1 Zab

ZabZ+2C—Zap2  Zapit2c—zupZ
2 2

dc
2
= —2c

ce qui montre que I appartient a A.

—
L affixe de MM’ est :

’ _ zZgpz+2cC

ZabZ+2c+Zgp 2
2 — __~ab ab

Zab Zab

et considérons le point N d’affixe massique 2z’ — z + k. Le
oint [V appartient a une droite parallele a A (i.e. une ligne

p 0y P ( g

de niveau) ce qui montre que le vecteur M M’ est orthogonal
al’axe A.

3.5 Courbes de Bézier rationnelles quadratiques

Pour i € [0;2], considérons les trois points massiques sui-
vants

Zi=zitwik 27

et la courbe de Bézier rationnelle quadratiques, de nombres
complexes massiques de contrdle Zy, z] et 2, est v définie
en utilisant / ’ensemble des indices des points massiques
ayant des poids non nuls et J I’ensemble des indices des
points massiques ayant des poids nuls. Pour ¢y de [0; 1], si
nous avons :

Y wi x Bi(tg) #0 (28)
el
nous obtenons :

— 1

Yto)= =5 ©(Bol(to) ©2)
wiBz
Lo
@ mm&@o)@ﬁ) (29)
iel |
@ WQ(BZ(tO)QZZ)
i€l

tandis que dans le cas contraire, nous obtenons :

—

7 (to) = By (to) © 20 @ B (to) © 21 @ Bz (o) © 22

Contrairement a la formule (13), I’utilisation des nombres
complexes massiques permet d’uniformiser 1’écriture et
nous obtenons alors :

D
ZMQ< Y Bi(to)Q,%}) (30)

ieIUJ

e~

icl
D
ou Z désigne une somme pour la loi .
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Prenons I’exemple suivant :

zo=14+1
Zl=wi kK
Zn=1—1
w; =2

et [ = {1}, J={0;2}. La condition de la formule (28) n’est
pas vérifiée pour ¢ appartenant a {0; 1}. Nous avons :

7(0)=Bo(0)©2&B) (000218 B (0)©2 =2 =1+

et:

v (1)=By(1)0%& B ()05 6B, (1) 05 =5 =11

Soit ¢y € ]0; 1]. Nous avons :

- 1

¥ (to) = 2B, (o) O (B (to) (1+2)©2 B (to) &)

1
@WQ(Bz(tO)(I*Z))
_ Boy(to) N e D200 o,
=3B T T 3B () Y
_ Bo(to) (1+2)+ By (to) (1 —1)

2 By (o)

+ K

1—2¢

12t +2t5 .
4t (1 —to)

- 4t (1 —tp)

et nous obtenons :

o _ 2
z(t) = Re (7 (t0)> - 120t 1 t02(t]0 jtzo t)o
y(to) = Im (7/(\/'50)> ﬁ

et tous les points pondérés de la courbe ont un poids de 1.

Nous obtenons facilement I’équation implicite de 1"hyper-
bole :

z(t)* —y (to)’

2\ 2 2
_ [ (=2¢)+2&5 ) 1—2t
- 4t0(l—t0) 4t (1—t0)
413 (1 —2tg) +4t§
1612 (1—to)*

413 (1 — 2ty +t3)
1642 (1—tg)*

La figure 3 montre une branche d’hyperbole modélisée
par une courbe de Bézier rationnelle quadratique ayant des
nombres complexes massiques de contrdle.

TH

Figure 3: Courbe de Bézier rationnelle quadratique ayant
pour points de controle des nombres complexes massiques
représentant une branche d’hyperbole

Soit zo = 2 — I’affixe du centre de la similitude .%o = >

de rapport 2 et d’angle 7. L’expression analytique “de

a, z pest donnée par la formule (23) avec z =21 etw = 1.
Pour ¢( appartenant a {0; 1}, nous obtenons :

—~

v (to) =21® (7/(\/750))

tandis que pour ¢ € ]0; 1, nous obtenons :

—~ —_—

Y () =C2-)Bus (’y (o) ® (—2+z)>

Concernant les points extrémaux, nous avons :

e~

+(0) =20 % (f@) =% (141) = —2+2
et:

(1) =2 x (ﬁ)):zzx(l—z):uzz

Pour ¢ € ]0; 1], nous avons :

—

v (to) ®(=2+2)
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1—2tg+21t% 1-2

_ 12t +28 =2t Y,k
4t0(17t0) 4t0(17t0)
1—2tg+2t3  8to—8t3

4t (1 7150) N 4t (l 7t0)
1 —2tg+4tg—4t3

+ do(1—tg) ' °F
110t + 108 | 1+2tg— 4t}
- 4t0(l—t0) 4t (1—t0)
d’ol :

21® (’m &) (—2+z)>

o 2 o 2
_ (1 10tg+ 1083 1+2t)— 412 +H>

4t (lfto) 4t (lfto) !

1—1 1082 1+2t9—4t2
_ Oto+ 0t02+ + 219 to 24k
2to (1—to) 2o (1=1o)

14269 —4t5 | 1-10tg+10%5
2t (1 —to) 2t (1 —to)

et finalement :
(=)@ (2i® (% o (—2+z)))

1+2tg—4t2  1—10ty+ 10t3
(2—@@( 2%~ 2 s °+)

2t (1—to) 2to (1—1to)
1 A2 _ 2
_ 142t —415 L= 10to+1015 ),
2t (1 —to) 2t (1 —to)
12t 4]+ 4ty — 4t
2t (1 —to)
1 —10tg+ 1013 — 2o+ 213
2t (1 —to)
=142ty 112+ 1245
C 2to(1—to)  2to (1—to)

et il reste a écrire le numérateur dans la base de Bernstein :

—142t
= =By (to) — B1(to) — B2 (to) + Bi (to) +2 Bz (to)
= —DBoy(to)+ B2 (to)

et:
1— 12ty + 121% = By (to) + By (to) + Ba (o)
—6 B (to) — 12 By (to) + 12 Ba (to)
= By (to) — 5 Bi (to) + Ba (to)

et I’expression y/ (¢g) de la courbe de Bézier rationnelle qua-
dratique image est :
— By (to) + Bz (to)
By (to)
By (tg) — 5B (to) + B2 (to)
By (to)

v (to) =
31

+ 1+ K

et nous obtenons :

c’est-a-dire :
—— 1 2
V' (to) = 77 X (Bi(to) © % (32)
(to) Bl(to);‘)( i(to) © 2i)
mais le poids du nombre complexe intermédiaire est 1 au lieu
de 2. En gardant la valeur du poids originel, la formule (32)
devient :

—_~— 1

2
' (to) Y (Bi(to))©20z)  (33)

T 2xB(to) &
et nous obtenons :
Zh=-2+2
Z =—-51+2k
2; =242
w; =2

Faisons le lien avec la multiplication ® par 24 pour les
complexes purs qui sont des affixes de vecteurs. Nous avons :

. 2z®é{):2z®(1+z):2z+222=72+21:28;

. 21®52:2z®(1—2)222—212:2+21:z.

Quand au point intermédiaire, nous utilisons le fait que la
transformation géométrique est une similitude massique et
nous obtenons :

212-2))B2i0 2k (-2 (2—1)))
= (22-1)02i®((—2+1)+2k)
= 22-v))®(-2—-41)+2k

= 752+2/€:Z

La figure 4 montre une branche d’hyperbole modélisé
par une courbe de Bézier rationnelle quadratique ayant des
nombres complexes massiques de contrdle obtenue comme
image par une similiture directe de la branche d’hyper-
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zo=1+1

Zh=21®5=-2+2

ZL =215 =2+

7| = (220) ®2i® (5 ® —229) = —51+2k

Figure 4: Courbe de Bézier rationnelle quadratique ayant pour points de contréle des nombres complexes massiques représen-
tant une branche d’hyperbole obtenue comme image de la courbe de Bézier rationnelle quadratique de la figure .

bole de la figure 3 et nous retrouvons les résultats du pa-
ragraphe 2.4.

4 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons généralisé les propriétés clas-
siques des images d’une courbe de Bézier : I’image d’une
courbe de Bézier ayant des points massiques de controle par
une transformation massique est une courbe de Bézier dont
les points massiques de contrdle sont les images des précé-
dents par cette méme transformation massique. Dans un se-
cond temps, nous avons défini les nombres complexes mas-
siques permettant d’utiliser la puissance des nombres com-
plexes pour de la géométrie analytique, puis, nous avons dé-
fini les courbes de Bézier rationnelles quadratiques dans cet
espace.

Dans un futur proche, nous comptons utiliser les quater-
nions afin de modéliser des courbes de Bézier rationnelles
quadratiques dans 1’espace.
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A Points massiques et coordonnées homogenes

La figure 5 montre trois coniques affines obtenues a par-
tir des mémes points de contrdle projectifs. Les points de
contrdle de y; ont pour coordonnées homogenes :

((=5;0);1)
((0;3);0)
((5;0)51)

Les points de contrdle de -, ont pour coordonnées homo-
genes :

((=5;0);1)
((0;4);0)
((5;0)51)

Les points de controle de 3 ont pour coordonnées homo-
genes :

Le premier point de controle est le méme dans les trois
cas. Le deuxieme point de contrdle est toujours dans la
méme classe d’équivalence :

((0:1)50)

et il en est de méme pour le dernier point de contrdle, sa
classe d’équivalence est :

((5;0)51)

Naturellement, les trois courbes 7, 7> et 3 sont les
mémes dans I’espace projectif, mais la courbe obtenue dans
I’espace affine dépend du choix du représentant de la classe
d’équivalence ! Que dirait-on si nous avions :

1 2
I+=-#14=
+ 2 #1+4 1
Considérons la similitude de centre O (0;0) de rapport v/2
et d’angle 7. Sa matrice en coordonnées homogenes est :

1 -1 0 -1 1 0
M=l1 1 ol=( -1 =1 o0
0 0 1 0 0 -1

Le vecteur © (z;y) a pour coordonnées homogenes (x;y;0)
d’olr :

T 1 -1 0 T T—y
Mx| y | = 1 1 0 y | =1 z+y
0 0 0 1 0 0

et 'image de  (2;y) est ¥ (z—y;2z+vy). Nous avons
aussi :
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2
((0:3):0)
((5:0):1)
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Figure 5: Trois coniques affines distinctes modélisés par des courbes de Bézier rationnelles quadratiques ayant les mémes

points de contréle projectifs

x -1 1 0 T
Mx| vy = -1 -1 0 Y
0 0 0 -1 0
= —T—y
0
c’est-a-dire que I’'image de o
est aussi —V (—x+y;—z—y)!!!

L’image d’un vecteur dépend du représentant de la matrice.

L’image du vecteur U est tout vecteur A U ob A € R*.
Comme les vecteurs @ et A ¥ sont dans la méme classe
d’équivalence, le résultat est cohérent du point de vue pro-
jectif. Remarquons que c’est un peu étrange de parler de si-
militude dans un espace projectif ou il n’y a ni métrique ni
angle !

Le probléme ne se pose avec les points massiques puisque
cet espace n’est pas un espace quotient. De plus, nous pou-
vons munir I’espace de n’importe quelle forme quadratique
et répondre a la question suivante : combien peut-on tracer
de cercles passant par deux points donnés Py et P; et ayant

des tangentes paralleles en ces points ? La figure 6 montre
deux cercles et un pseudo-cercle répondant a la question pré-
cédente. Le demi-cercle ~y;, de points de controle (Fp; 1),

%
(PI;O) et (Py;1), est euclidien, de rayon 3 i.e. la forme
quadratique est :
2@V +y )= a? + 7
tandis que le demi-cercle v;, de points de contrdle (Fp; 1),

H
(QI;O) et (P3;1), a un rayon de 3 pour la forme quadra-
tique :

Notons que ce cercle ce trace comme une ellipse. Le pseudo-
H
demi-cercle 3, de points de contrdle (Pp;1), (RI;O) et

(P2;—1), aun rayon de 3 pour la forme quadratique :
27T +y ) =2~y

Notons que ce cercle ce trace comme une hyperbole et que

le vecteur R est un vecteur isotrope pour la forme quadra-
tique Z3.
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-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Figure 6: Trois pseudo-cercles modélisés par des courbes de Bézier rationnelles quadratiques ayant des points massiques de
contréle

Notons que dans tous les cas, la courbe de Bézier ration-
nelle quadratique de points massiques de controle (Pp;wp),

=4 .
(Pl;O) et (Py;wy), avec wp wy # 0 est un pseudo-demi-
cercle pour la forme quadratique 2, si et seulement si nous
avons la relation :

wo w2 Zp (]TPQ =42, (ﬁ)



