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Résumé

Les courbes de Bézier quadratiques jouent un réle fondahpotr la modélisation d’arc de coniques. L'utili-
sation de points massiques permet de modéliser des deiguesndans le plan affine euclidien. A partir d’'une
courbe de Bézier de deg®donnée, il est possible de déterminer la nature de la conitffimie par cette courbe.
De plus, il est possible de changer de forme quadratique a&fimenipuler une conique propre a centre comme
un cercle unitaire.

It is well known quadratic Bézier curves define conics. Theafsmassic points permits to define a semi-conic
in the Euclidean plane. Moreover, from a given quadraticiBézurve, we can determine the properties of the
underlying conic. Moreover, the choice of an adequat nagederate indefinite quadratic form permits to see the
non-degenerate central conic as an unitary circle.

Mots-clés : Points massiques, coniques, courbes de Bé- vant, nous déterminons les parametres d'une conique modé-
zier rationnelles quadratiques. lisée par une telle courbe. Avant de conclure, nous montrons
comment il est possible de représenter des demi-coniques a

. centres en les considérant comme des cercles non euclidiens
1 Introduction

Dans ce documen(O;?;?) désigne un repére ortho-

Il est connu que les courbes de Bézier de degré 2 jouent . S -
normé direct pour le plan euclidien orienté usuel.

un trés grand réle en modélisation géométrique puisqselle
permettent de représenter des arcs de coniques [Béz86,
Cas85,Gar07,Béc97]. Une telle courbe peut étre vue comme 2  Points massiques
le lieu de barycentres de points pondérés : le poids est
le produit d’'un nombre avec un polyndme de Bernstein.
Cependant, la modélisation d'arcs de paraboles ou d’hy-
perboles pose probléme puisque ces derniéres ne sont pa
bornées. Une solution élégante consiste a regrouper dans P— (73 % [R*) U (ﬁ % {O}) Q)
le méme espace, celui des points massiques [FJ89], I'en-

semble des points pondérés et des vecteurs que nous affecy i est possible d'identifieP a §2> 1 @ﬁ_ Lidée est
tons d’'un poids nul. Ainsi, nous pouvons généraliser la no-
tion de courbes de Bézier. De plus, en se donnant une Courbed’équationw — 1 la coordonnée supplémentaire représente

de Bézier rationnelle quadratique, grace a des representa-Ie poids du point pondéré. Un point massique est soit un

tions adéquates, nous pouvons déterminer les éléments ca-__. o . .
q ’ p point pondéré du plafP, soit un vecteur du plan vectoriel

ractéristiques de la conique définie par cette courbe de Bé- B L frect id |
zier [B&c97]. a qui nous affectons un poids nul.

L'ensemble des vecteurs du plan vecto@bt des points
pondérés du plan affin® sont regroupés dans 'espae
géfini par:

de considérer le plan affif® comme un hyperplan d§2>

Ainsi le barycentre d’'une famille de points pondérés

L'article est composé comme suit : aprés un rappel sur . L
(A4, wi);cr dont la somme des poids est nul n’existe pas

les points massiques, nous donnons les conditions permet-
tant d’obtenir des arcs de cercles. Dans le paragraphe sui-



et le vecteur : qui définit le pointG, = (G2;1) comme intersection de la
D=5 w m droite passant Par les ponrﬂ;g—; et’(.G2_;4) avec le plarP.
i< (G2; 1) estle milieu du segment défini pAr= (N; 1) d’'une

- . . art etM = (M; 1) d’autre part.
est indépendant du poidt. Le vecteurd représente alors P ( ) dautre p

le point massique de masse 0. Il est donc naturel de regrou-

per dans un méme espace les points pondérésalées vec- (N, 1)@ (G1,3) = (N, 2) ®(M,2) = (G2,4), G2M = G2N

teurs de?, identifié a I'hyperplan d&, d’équationw =0. 7~~~ 7~ ¢\ —— F=—T—===~"] w=4
Cette notion est aussi connue sous le nom d’espace univer- (N, ))& (M, 2)= (G1,3)

sel. Nous pouvons ainsi généraliser la notion de barycentre - — — -4 — — - =\ — — — S U w=3 -
aux familles des points pondérés dont la somme des poids (M;2) = M?

est nulle.

Cela revient a établir une bijection entre et 5—; suivie
d’une projection suf® ou 3 selon le cas. L’espacﬁ per-
met de garder notre structure euclidienne ou autre surte pla
affineP et sur le plan vectorie?.

Etant donné un poini/ du plan affine, tous les points de
P situées sur la droitéOaM) privée deOg;, ont méme
projection sur le plan affine et sont donc notés avec la méme
lettre M. Si un pointM a pour coordonnéeg:;y), et sia

est un réel non nul, nous obtenons, dans le cadre de la théo- -
rie des points massiques, le point pondéré de coordonnéesProduit® dans I'hyperplan d
(z;y; ) tandis que les coordonnées homogenes de ce point
seraienf{ax; ay; o).

(M; 1) w=-1|
Figure 1. Interprétation géométrique de la sommeet du

équatioy = 0 deP.

Toujours dansy, (M;2) @ (Mﬁ;O) se traduit, sur la

Afin de pouvoir manipuler les coordonnées des points ou : . )
droite d’équationw = 2, par :

des vecteurs, nous définissons, sur I’esrfapkes additions,
notéesd, de la fagon suivante : Mﬁng _ m
o (M;w)®(N;—w) = (o.) NM;o)

o wtu#0—= tandis que sur la droite d’équatian= 1, nous avons :

(01360 (Vi) = (bar { (003 (Vi) i) 3G = NN
oubar 4 (M;w); (N;p) } estle barycentre des points Dans?P, la somme(M;wp) & (;0) traduit une transla-
(M;w) et(N;u); tion de vecteuf dans I'hyperplan d’équation = wp, qui
78 T:0) = (T +7T7:0 - e T . .
o (W;0)®(V;0)= (U +7;0) via 'homothétie 4~ se traduit dans le plan affir par
e wA0= (M;w)®(U;0)= (T1— (M); ol o
7 ( w). ( ) ( %7( ) w> une translation de vecte&lp 7 . De plus, nous avons :
T=; estla translation d@ de vecteurw . wo
Mo (N1 = (M;2)e(M;—1)®(N;1)

De méme, sur I’espaé, nous définissons la multiplication

= (M;2 Mﬁ;o
par un scalaire, notée, de la fagon suivante : ( )@ ( )

o a£0= a0 (Mw)=(Maw) = (G212
e w#0=00(M,;w) = (ﬁ;o) et nous généralisons l'associativité du barycentre aux vec
o a®(7;o): (a7;0) teurs. Pour des compléments sur cet espace, le lecteur

peut consulter les ouvrages de messieurs Fiorot et Jeannin

[FJ89,FJ92].
La figure 1 donne une interprétation géométrique de la

sommed et du produit® dans I'hyperplar{, d’équation

y = 0 deP et permet de retrouver I'associativité du bary-

centre. En effet, & partir de la relation : Rappelons que les polynémes de Bernstein de degré 2 sont

(G1:3) = (M:2)® (N;1) définis sur l'intervallg0; 1] par :
Bo(t)=(1-1)%, Bi(t) =2t (1—t), Bo(t) =1 (2)

2.1 Courbes de Bézier quadratiques dan®

nous avons :
(G1;3)® (N;1) = (M;2)® (N;2) = (G2;4)



Les points de controlé&y, P; et P, d’'une courbe de Bé-
zier sont des points massiques (i.e. des points pondérgs de
ou des vecteurs d®) non alignés c’est-a-dire :

2
e Si I‘Lwi =0, il s'agit de la notion usuelle ;

e Si wi = 0 et les deux autres poids sont non nuls, le vec-
teurP n’est pas un vecteur directeur de la droite en-
gendrée par les deux autres points ;

_>

e siw; =0etw; =0, avec # j, les vecteurs; etP ne

sont pas colinéaires.

Définition 1 : Courbe BR dan®
Soitwg, w1 etws trois réels non nuls.
Soit (Po; wo), (P1;w1) et (Po;wy) trois éléments d@.

Soit! (resp.J) 'ensemble des indices des points massiques

ayant des poids non nuls (resp. nuls).
Soit la fonctionw définie sur0; 1] par :

szXB()

el

we(t (3

Un point massiquéM;w) ou (;0) appartient & la courbe

de Bézier quadratique de points massiques de controle

(Po;wo), (P1;w1) et (Po;wy), S'il existe un réekg de [0; 1]
tel que :
e siwy (to) # 0 alors, nous avons :

— 1 —
OM = B; (tg) w; OF,
wy (tO) (lg] 1( O) i z)
1 - (4)
Y Bito) P,
wy (to) \ ;&
w= wy (to)
e siwy (tg) = 0 alors, nous avons :
T =Y wiBi(t)OP,+ Y Bi(t) B (5)
el ieJ

Si J = 0, le discriminant réduit du dénominateur, for-
mule (3), est :

(6)

A= w% — wawq

d’ou le résultat suivant :
* Si wf — w2 wg = 0 alors le dénominateur s’annule une
et une seule fois et la conique est une parabole ;
* Si w% — wp wo > 0 alors le dénominateur s’annule deux
fois et la conique est une hyperbole ;
* Si wf —wy wp < 0 alors le dénominateur ne s’annule
pas et la conique est une ellipse.

Le résultat ne change paski# 0, le lecteur intéressé peut
se reporter a la proposition 5.1.6 de [FJ89]. Introduisans |
notation suivante :

Notation 1:

La notation BR {(Po;wo); (P1;w1); (P2;wp)} désigne une
courbe BR de points massiques de contrf;wp),
(Pr;w1) et(Pp;w2).

La notation BR{(Fo;wo); (P1;w1); (P2;w2)} désigne la
conique propre contenant l'arc de courbe définie par
BR{(Po;wo); (Pr;w1); (P2;w2)}.

(P;1) =

La courbe BR étant définie a partir de vecteurs et de points
pondérés dont la somme des poids vaut 1, elle ne dépend pas
du pointO choisi.

En utilisant les additions et multiplications définies dans
le cadre du formalisme des points massiques, dans le cas ou
(P;w) est un point de la courbe BR vérifiant=# 0, nous
aurions la notation suivante :

B; (to) © (P;;
szXB (to) (l (to) i Wz))

el
O] (132;0)>

(7)
; < B-(t )
zjwiXBi(to) © ig] §%0
1€

ou z désigne une somme de
Le point massiqué ; 0) s'écrit :

§ B; (to) © (Q—P:O>

(ﬁ-;o))

®
@ (z B; (to) ®
i€

Si J =0, il est connu que la courbe de Bézier ne change
pas si tous les poids des points de contréle sont multipliés
par le méme nombre non nul. Ce n’est plus le cas lorsque
J # () et nous pouvons énoncer :

(4;0) =
(8)

Lemme 1:

Soit (Po;wo), (Pr;w1) et(Po;wy) trois éléments de.

Soit I (resp.J) I'ensemble des indices des points massiques
ayant des poids non nuls (resp. nuls).

Soit A un réel non nul. Alors, siy w; x B; (tg) est non nul,

i€
nous avons

BR{(PZ';LUZ)ZGI <P o) EJ}
BR{(PZ-;MZ-)M;(AF;-;O)

9)

jeJ

Démonstration : Laissée au lecteulis.

Pour finir ce paragraphe, nous supposops wy # 0 et
deux cas sont a distinguer :



e Siw; # 0, le pointP; est a I'intersection des tangentes
alacourbe ey et P

e Siw; =0, la tangente a la courbe éfy (resp.P,) est
la droite, de vecteur directedt; passant paFy (resp.
P,). De plus, d'aprés la formule (4), le poid (¢)
appartient a la courbe si et seulement si :

OM (&) = 1

woBo (t) +w2 B2 (t)

5

(10)

ou nous avons :
i1 = woBo (£) OP) + wa By (1) OPs + By (1) P}
d’'une part et la condition :
woBo (t) +w2Bz (t) # 0
d’'autre part. Cette derniére est toujours vérifiéeget

wy sont de méme signe. Dans le cas contraire, en sup-

posantugBy (t) > 0, le vecteurd = woBo (t) PoPy+
B (t) P1 est un point massique de la courbe.

3 Modélisation d’arcs de cercles

L'utilisation des courbes de Bézier rationnelles quadra-

tiques définies a partir de points massiques permet de tracer

des demi-cercles.

Théoréme 1 : Demi-cercle

SoitC le cercle de centr&g et de rayonR .

Soit Py et P, deux points diamétralement opposésdie
Soitwg etw, deux nombres réels non nuls et de méme signe.

e Si P, et P, ne sont pas diamétralement opposés.
Soit I; le milieu du segmentPyP,]. Soit le point Py
donné par :

— — OoFPpe 1P
1Py =t109l1 avec t;= é&% (11)
OpPpe Ogl1

BR{(Po;wo); (P1;w1); (P2;w2)} est un arc de cercle si
et seulement si :

w% = wo W2 COS2 (PoP]_; P()Pg)

e Si Po_e>t P, sont diamétralement opposés.
Soit P; un vecteur orthogonal By P.
BR{(Po;wo) ; ((FI; O) ; (Pz;wg)} est un demi-cercle de
Csi et seulement si:

(12)

wowp PoPy® = 4 13)12 (13)

Démonstrationdu théoréme : voir [Gar07] pour la for-
mule (11) et la proposition 5.4.2 de [FJ89] pour le relke.

Notons qu’a partir des formules (12) et (13), nous avons
w1 < wow2.

Soit (O; 7’;7) un repére orthonormé direct du plan af-
fine euclidier. Considérons les point = (1;0) et P, =
(—1;0). La figure 2 montreys, courbe de Bézier ration-
nelle quadratique de points massiques de contiBigl),
(=7:0) et(P»; 1), modélisant le demi-cercle de centeet
de rayon 1 situé dans les deux derniers quadrants. Notons,
en utilisant le lemme 1 que ce demi-cercle peut étre modé-
lisé par la courbe de Bézier rationnelle quadratique detpoin

massiques de contr()(ePo; %) (—%?;0) et <P2; %)

- = -

-~

(P2;1)

Figure 2: Demi-cercle modélisé par une courbe de Bézier
rationnelle quadratiqueys définie par les points massiques
de contréle(Py; 1), (—7;0) et(P3; 1)

4 Détermination des parameétres des coniques

Dans ce paragraphe, a partir d'une courbe de Bézier qua-
dratique a points massiques de contrdle, nous déterminons
les parametres de la conique sous-jacente a cette courbe.
Pour ce faire, nous allons effectuer des changements de pa-
ramétrisations ce qui va induire une modification des points
massiques de contréle.

4.1 Changement de parameétre homographique

Théoreme 2 : Changement de parametre homographique
Soit une courbe de Bézierde points massiques de contrdle
(Po;wo), (P1;w1) et (Py;wz) de support la coniqu€. Soit
les réelsu, b, c etd vérifiant :

a b
. d‘;«éo (14)
Soit h définie par :
h: R — R
a(l—u)+bu (15)
u —
c(l—u)+du



alors o h est la courbe de Bézier de points massiques de
contrdle (Qo; wo), (Q1;w1) et (Q2;w>2) de support la co-
niqgueCavec :

(Qo; o) =
@

(c— a)2 © (Po;wo)
2a(c—a)® (Pr;w1)

a?® (P2;w2)
(¢c—a)(d—b)® (Po;wo)
(be—2ab+ad)® (Prwi)
ab® (Py;w2)

(d—b)?© (Po;wo)
2b(d—b)© (Pr;wy)

b2 © (Pywp)

@
(Qr;1) =
(16)

o &

(Q2;w2) =

o &

Démonstration: [Béc97] &

Notons le cas particulier :

Corollaire 1 :invariance de Oet 1
Soit une courbe de Bézierde points massiques de contrdle
(Po;wo), (P1;w1) et(Po;wp) de support la conique.
Soitb etc deux réels non nuls. Sditdéfinie par :
h: R

u

— R

bu
c(l—u)+bdbu

17

alors o h est la courbe de Bézier de points massiques de
contrdle(Py; wo), (P1;w1) et(Ps;w») de supporCavec :

(Po;w0) = @ (Poiwo) _= <Po: ? wo)
Sl wp£0
Pq; =b Pq; = (Py;b
(Priw1) =be® (Prywi) . (Pr;bewr) (18)
Siwi 0
(Po;wo2) = b2 O (Priwp) = (Pz; bzw)
Si wy£0

Démonstration; [Béc97

Nous avong: (0) = 0 eth (1) = 1. Pour obtenir la formule
(18), il suffit d’appliquer la formule (16) en remarquant que
dans la formule (17), nous avons=0etb—d=0.1

Si wp et w» sont deux réels strictement positifs, en pre-
nantc = i etb= i en utilisant le corollaire 1, nous
wo Vw2
avons :
w1 # 0= BR{(Po;wo); (P1;w1); (P2;w2)}

= BR{(Po;l); (Pl; \/o%) H(P2; 1)}

(19)

w1 =0= BR{(Po;wo); (13;;0> 3 (P2;wo)
:BR{(P021)2( L

V/Wo w2
4.2 Cas de la parabole

(20)

13{; 0) J (P2 1)

En prenantyg = 1, BR{(Py;1); (P1;w1); (P2;wp)} est
un arc de parabole si et seulement si nous avons :

2
w2 = w1
et nous pouvons énoncer :
Théoréme 3:

Soit une courbe de Bézierde points de contrdle pondérés

(Po;1), (P1w) et (Pg;w2>. Nous devons distinguer deux
cas:

1. Siw = 1. Soith définie par :

h: — ?u o1
— (21)
Alors :
WOh:BR{(Pml); (71;0) ; (@;0)}
avec :
— —
(U1,0> - <P0P1,0> o
(T3:0) = (PRo+PiF%0)
et nous avons :
BR{(Pp;1); (Pr;w); (Pyw?) } =yoh
2. Siw ¢ {0;1}. Soith définie par :
h: R — R
u — 1illw (23)
Alors :
fyoh:BR{(Po;l); (?1;0) ; ((7;0)}
avec :
((7;;0) = (lid—w Jﬁ;o)
(24)

(79) = ((1%5) (<7} o)
et nous avons :

BR{(Po;1);(Pp;w); (Pyw?)} =voh




Démonstration: Il suffit d’appliquer le théoréeme M

Les figures 3 et 4 llustre le théoreme 3 avec

(Po;l) = ((0:6);1), (Pruw) = ((-13;0);w) et
(Pz;wz) = ((—1;—1);w2).

x K i RQBC 3 points massiques et parabole :theoreme 3.

omega=1

vectUz

P2

vectU1

Figure 3: lllustration du théoréme 3 lorsque nous avons la

conditionw =1

XK u RQBC a points massiques et parsbale : theoreme 3. o]

omega=-1

vectU1

P1

N k< vectUz -
2

P:

@)

_ PO
vectUl
d ‘L_//
P1

X K i RQBC 3 points massiques et parabole - theoreme 3 -

omega=5

vectU1

vectU1

( N
P1 "
(b)
Figure 4: lllustration du théoreme 3. (a) w = —1. (b) :
w=5

Nous pouvons énoncer :

Théoreme 4 :

Soit une courbe de Bézierde points massiques de contrdle

(Po; 1), ((7{;0) et ((7;;0) telle que :

Urels#0

Soitr le réel défini par :

“EC®
Soith définie par :
h: R — R
R
Alors :
70h=BR{(Po:1);(‘71;0);(72;0»
avec :

(71;0) = (rﬁ;o)
(72;0) - (rzﬁz;o)

@7)

et nous avons :

b 59) (739)) 777

Démonstration: Il suffit d’appliquerle corollaire 1 avec :

b=r, c=1.1

La figure 5 llustre le
(Fo;1) = ((0;6);1),
(P2;1) = ((—1;-1);1).

(P1;1) = ((—-13;0);1) et

théoreme 4 avec

x K i RQBC 2 points massiques <t parabole  theoreme 4 )

omega=1

vectVz

P2

Figure 5: lllustration du théoréme 4 lorsque nous avons la

conditionw =1

Nous pouvons énoncer :

Théoréme 5 :

Soit une courbe de Bézierde points massiques de controle

(Po; 1), (7;0) et (7;0) telle que :
Vo270

Soith définie par :




h: R — R 28
—(1—u
v %
Alors :
voh=BR{(Qo1) (W,o) (V’;o)}
avec :

(Qu: 1)

(i)

et, nous avons :

b3 (729) ()} =70

(T2 ow (P)12)
(Vi-V5:0)

(29)

Démonstration: Il suffit d’appliquerle théoréme 2 avec

a=-1, b=1 ¢=0, d=1 .1

La figure 6 llustre le théoreme 5 avec
(Po;l) = ((06);1), (P;1) = ((-13;0);1) et
(P2;1) =((—1;-1);1).

X K RQBC 3 points massiaues et parabole  theoreme 5 o

omega=1

PO

vectV2

vectw1 | vectV2
[

P1

P2

Figure 6: lllustration du théoréme 5 lorsque nous avons la

conditionw =1

Nous pouvons remarquer :

Proposition 1:

Soitw € R*.

Soit les courbes BR{(PO; 1);(Prw); (Pz;w2>} et
R{(Qo, (Wl, ) (70) } cette derniére courbe

étant obtenue en utilisant les théoremes 3, 4 puis 5.

Alors, nous avons :

Wy eVh=0 (30)

WiaThm (- 13) o To Ve To 72

3
(mﬁ?) (a.@-ugjz (i 03)

= 0 (en utilisant la formule (25)1

Théoréme 6 :

Soitw € R*.

Soit les courbes BR{(PO; 1); (PLw); (Pg;w2>} et
BR{(QO, (Wl, ) (72 )} cette derniére courbe
étant obtenue en utilisant les théorémes 3, 4 puis 5.
Alors, BR{(Po;1); (Prw); (Po;w )} est la parabol®, de

sommetQg, et d'équationy” = )) H H X2 dans le repére

orthonormal| Qo;

WL %
WH [

Démonstration: Voir [Béco7].

_> N
Le vecteurW¥; est un vecteur tangent a la parabole en

Qo tandis que I'axe focal est défini p&py et 72 La fi-
gure 7 montre deux arcs d'une parabole modélisée a l'aide
de deux courbes BR de points de controle pondéFRgsl),

(P1;1) et (P5;1) dune part e(Qo; 1), (17:0) et (V3;0)

d’autre part. Cette derniere nous permet de déterminer les
paramétres de la parabole en utilisant le théoreme 6.

Figure 7: Deux arcs d'une parabole modélisée a I'aide de
deux courbes BR de points massiques de conttBiel),

(P1;1) et(Py;1) d'une part et(Qo; 1), (WI;O) et (72;0)
d’autre part.

4.3 Casdel'ellipse

Les poids vérifient la condition wf —wp wp < 0. Sans
perte de généralités, nous nous plagons dans legasl et
wy > 0 et nous avons le lemme suivant :



Lemme 2 :

Soit une courbe de Bézierde points de contrdle pondérés
(Po;wo), (P1;w1) et(Ps;wz) avecwy < 0.

Soit h définie par :

— R
v (31)

A 1—u)+u

et nous devons distinguer deux cas.

e Siw; <0, alors:
yoh=BR{(Po;1);(P1;—w1); (P2w2)}

h: R
u

et:

BR{(Po;1);(Pr,w1); (Paiwa)} =~oh
e Siw; =0, alors:
yoh=BR{(Py1); (~P10); (Paiwa)}
et:

BR{(Po;1); (P1;0): (Paiwa) } =70

Démonstration : Il suffit d'utiliser le corollaire 1 avec
b=1 c=-1 .1

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 7:
Soit une courbe de Bézierde points de contrdle pondérés
(Po;1), (Pr;w) et(Pp;w2) avecws > 0.
Soitr le réel défini par :
r=—-—
w1
Soit h définie par :

h: R — R

— (1—w) iqgl+7') i 42
Alors :
yoh=BR{(Py1); (T1:0): (Psws) }
avec :

<71;0) = <lﬁ;0)
(P3;03) = (bar {(Po: 1);(P1;—2) (Pz: ﬁ)} ;al)

et:

(33)

w
ay=-—1+ —2
w1
et, nous avons .

BR{(Po;1);(P1;w1); (Po;w2)} =vyoh

Démonstration : Il suffit d'utiliser le théoreme 2 avec

a=0, b=r, c¢c=1 d=1+r .1
La figure 8 illustre le théoreme 7 avec
(Pp;1) = ((06);1), (Pul) = ((—13.;0);%) et

P1 _—

Figure 8: lllustration du théoreme 7.

Nous pouvons énoncer :

Théoréme 8 :

Soit une courbe de Bézierde points massiques de contrdle
(Po;1), <(71>;0) et (P3;w3) avecws > 0.

Soit h définie par :

hi: R — R
u (34)
_—
Vw3z(l—u)+ u
alors, nous obtenons :
1 —
Vie—10 35
1 T 1 (35)

ce qui conduit a :

BR{(Po;wo); (P1;w1); (Po;w2)} =

BR{(Po;l); (7;0) ;(Ps:l)}

Démonstration : Il suffit d'utiliser le corollaire 1 avec

b=1 c¢=,/w3 puis dutiliser la formule (9), en pre-
nant\ = w% ~o h est la courbe de Bézier de points mas-

siques de contrdléFy; 1), (\/%_3 ﬁl;o) et(Ps;1). W
La figure 9 llustre le théoreme 8 avec
(Pil) = ((0:6):1), (Pl = ((-13;0);3) et
(P2i1) = ((—=1;-1);1).
Si nous avons :
]ﬁovl = 0
{ PoP2 47,2
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Figure 9: lllustration du théoreme 8.

Démonstration: |l suffit d'utiliser le théoreme 2 avec :

a=sin(@), b=cos(d) c=a+b, d=b—a

|
Notons que la conditiok; = 0 de la formule (36) est
équivalente a :

H?lH = % PoP3=0oFPy=OgP3

ou Og, milieu du segmentPy P3], est le centre de I'ellipse.
De plus, sik» = 0 alorsks # 0 puisque I'ellipse n'est pas un
cercle. Enoncons le lemme :

alors la courbe de Bézier de points massiques de contréle Lemme 3 -

(Po;1) 70) et (Ps;1) est un arc de cercle, théoréme 1.

Dans Ia suite de ce paragraphe, nous excluons ce cas parti-

culier d’ellipses. Nous pouvons énoncer :

Théoréme 9:
Soit une courbe de Bézierde points massiques de controle

(Po;1) (71, )et P3;1)

Soit k1 etk; les nombres définis par :

kw = PyP3e ?1
(36)
kr = 712 - L—ll PoP3

Sikz =0, nous posong = g, sinon, Nous posons :

0= % arctan( i—;)
Soit P4 = bar {(Po;co§ (a)) ; (Pg;sinz(a)) }

Soit Ps = bar {<P3;CO§ (9)) ; <P0;sin2 (9)) }
Soit h I'application deR dansR dont I'expression est :
sin(#) (1—wu)+cos(d) u
(cos(f) +sin(6)) (1—wu)+ (cos(f) —
alors nous obtenons :

(Qo: 1)

@7

sin(0)) u

(Tonzo) 72 (Pa):1)

<VI—/Z;O> _ <Sin(220)1ﬁ+cos(29) 120) (38)

(7 siizn 72 (Po)i1)

(Q2:1)

et nous avons :
BR{(Po;wop); (P1;w1); (Paiw2)} =

R{(Qo;l); <VI_/§;O) 1(Q2:1)

Considérons les courbeBR{(Fo;1); (Pr;w1); (P2;w2)}

et BR{(QO; 1); (W—/;;());(Qz;l)}, cette derniére courbe
étant obtenue en utilisant les théorémes 7, 8 puis 9. Alors
nous avons :

QoQse W1 =0

Démonstration: Une démonstration analytique en utili-
sant un logiciel de calcul formel est trivialll.

Il reste a déterminer les éléments caractéristiques de I'el
lipse et nous pouvons énoncer :

Théoreme 10: Eléments caractéristiques de I'ellipse
Considérons les courbeBR{(Fo;1); (Pr;w1); (P2;w2)}

et BR{(QO; 1); (W—/;;());(Qz;l)}, cette derniére courbe
étant obtenue en utilisant les théorémes 7, 8 puis 9. Alors

 enfius (i) @)

vérifie les conditions :

ki = Q0Q210W1 = 0
—
o = WIP-7QQ3 # 0

Distinguons deux cas :
e kp < 0. Nous posons :

%***Qon

e ko > 0. Nous posons :

avec a = H % QoQ2

avec s = 73]

2 EVT/ avec;a:Hm_/{H
11— 1—
7:5§Q°Q2 avecb:HEQon




Dans le repére orthonorm(®; 7 7), la courbe BR est un avec :
arc de I'ellipse d’équation : ap=(1—t1)(1—tp)
2? o a1 =w (tp—2t1t2 +11)
2 + = 1 1=wi(t2 1ttt
ap =t1tp w2
2
Démonstration : Voir [Béc97M o 2 (wz _ wl)
La figure 10 montre deux arcs d’'une ellipse modélisée a (1=2un+wr)
I'aide de deux courbes BR de points de controle pondérés €t nous avons:
H
(Po;1), (Pl; %) et(P;1) d'une part e(Qo; 1), <W1;0> et BR{(Po;wo); (Priw1); (P2iw2)} =
(Q2;1) d'autre part. Cette derniére nous permet de détermi- = N [
ner les paramétres de I'ellipse en utilisant le théoréme 10. BR{ <U0’0) H(Quw1); <U2’0>}

e Sil—2wi+wy=0,I'équation (3) estde degré 1 et admet
une racine :
1

BTy

Soith définie par :
hi: R — R
to(l—u)+u (41)

“ (1w

alors nous obtenons :

Figure 10: Deux arcs d'une ellipse modélisée a l'aide de, —s N — N
Ug = By (to) QPy+wi1 By (to) QP +wyBo (to) QP

deux courbes BR de points massiques de conitBiel),

(P1:3) et(P2i1) dune part etQo; 1), (W1:0) et(@2i1)  { (Quiw1) = (bar {(Poiao); (Prian): (Priaz)}ia)  (42)
d’autre part. (72> _ Q—PS _ 2w1£ﬁ +wzQ—Pz>

avec :
4.4 Cas de I'hyperbole ag=1to—1

Nous supposonsg = 1. Les poids vérifient la condition :

2 S a1 =w1 (1—2¢)
wi — w2 > 0. Nous pouvons eénoncer :

ap =1g w2

Théoréme 11: B 1
Soit une courbe de Bézierde points de contrdle pondérés =W
(Po;1), (P1;w1) et (P2;wp). Nous devons distinguer deux et nous avons :
cas. o ) BR{(Po;wo); (Priw1); (P2iw2)} =
e Sil—2wj;+wy#0,I'équation (3) est de degré 2 et admet — —

deux racines; ett, définies par : BR { (Uo; O) 1 (Q1,1); (Ug; O) }

1—wi+4/wd—ws 1—wy— /w2 —wo
t1= : , te= : 4 ion: Voir [Bé
1-2wi+wr 1-2wi+ws Démonstration: Voir [Béc97]. B
Soith définie par : La figure 11 illustre le premier cas du théoréme 11

avec (Pp;1) = <<\/§;1>;1>, (Prwy) et (Pyl) =

h: R — R . ' .
u — 11 (l—u)+t2u (39) ((2’_\/§)'1) avec .
alors nous obtenons : V2 V3

P = 2 3

= s s s
Uo = Bo(t1) QPo+w1 By (t1) QPL +w2 B2 (t1) QP
1+ (1+V73) (1— \/E)

(Quyw1) = (bar {(Po;a0); (Pryo1); (P2 a2)} ;) (40)
Uy = Bo (t2) QP +w1B; (t2) QP +wyB; (t2) oY2S
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RQBC a points massiques et hyperbole : theoreme 11.
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Figure 12: lllustration du second cas du théoréme 11.

vectUz

(e:0) = (W%;o)
(7;0) = (l_zwmﬁzm)

et nous avons :
BR{(Po;wo); (Pryw1); (P2w2)} =
Figure 11: lllustration du premier cas du théoréme 11. BR{ (7;0) QL) (70)}

e Sil—2wi+wy =0, NOUS posons :
La figure 12 illustre le second cas du théoreme 11 en mo-
difiant seulement le poids intermédiaire, par rapport a la fi-
gure 11, qui devient; = +=. Notons l'und <7030>
, 1= 15 que I'un des vecteurs
est induit par la racine du dénominateur tandis que I'autre
est généré par le fait que le coefficient du monéme de degré <72;0>
2 de ce dénominateur est nul.

I
RS
€
H
S
o

Il
~/~
-
oo
o

. o et nous avons :
Nous pouvons énoncer le théoréme :

BR{(Po;wo); (Priw1); (Paw2)} =
Théoreme 12:
Soit une courbe de Bézierde points de controle pondérés BR{ <vo;0) H(Qu); <720)}
(Po;1), (P1;w1) et (P2;wp). Nous devons distinguer deux
cas.
e Sil—2wi+wo # 0, alors nous posons : Demonstration: Il suffit d’appliquer la formule (9) du

lemme 1 aux résultats obtenus dans le théorem#l11.



La figure 13 (resp. 14) illustre le premier (resp. second) Théoréme 13:
cas du théoreme 12 a partir de I'exemple de la figure 11 Sojt une courbe de Bézierde points massiques de contrdle

(resp. 12).

RQBC a points massiques et hyperbole : theoreme 12.

vectUo

PO

/1

[e]]

vectV2

o P2

vectU2

Figure 13: lllustration du premier cas du théoreme 12.

RQBC 2 points massiques et hyperbole : theoreme 12,

Figure 14: lllustration du second cas du théoreme 12.

Nous pouvons énoncer :

(V’;o), (Q1:1) et (?;o).

Soitr défini par :

Soit h définie par :

h: R — R
u o — g ru (45)
;(1—u)+ru
Nous avons, d’une part, :
NEdl
(QOQWO)=<W_/(>);0> = 72 70;0
; (46)
(Qz:wo)=<‘4_/2>:0> = V(: V5.0
2
avec la relation :
o] =[] @

et d’autre part :

BR{ (VS?O> H(Qu); (@;o)} -
<—>

Wo;O) 1(Q1:1); <W_/2>;0)}

BR{

Démonstration: Il suffit d’utiliser le corollaire 1 avec :

La figure 15 (resp. 16) illustre le théoreme 13 a partir de
I'exemple de la figure 13 (resp. 14).

Il reste a déterminer les éléments caractéristiques de I'hy
perbole et nous pouvons énoncer :

Théoréme 14 : Eléments caractéristiques de I'Hyperbole
Considérons les deux courbes
BR{(Po;1);(Pr;w1);(P2w2)} d’'une part et
BR{ <VI70;O> 1(Qu1); (W_/2>0)} d'autre part, cette
derniére courbe étant obtenue en utilisant les théorémes 11
12 puis 13 et nous avons la condition de la formule (47).
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vectUo

vectWo

Q1

vectwz

vectl2

Figure 15: lllustration du théoreme 13 a partir des figures
11 et13

RQEC a poinks massiques et hyperbole ! theareme 13, <2>

vectwo

vectWz

P2

Figure 16: lllustration du théoreme 13 a partir des figures
12et14

Posons :

s
%:%%<WO+W> avec GZM (48)
et:

N
7*}%<W0—V{—/§> avec b_HWO;WZH (49)
Alors :

BR{(Po;1);(Pr;w1); (Paiw2)} =

Bi{(W:0): (@1 2): (W20) }

est I'hyperbole de centr@1, d’équation implicite suivante :

2
|

TxXy="—p

dans le repéere orthonorméQl;HﬁlﬂWO; ) L H Wz) et
0 2

d’équation :
2 2
+Y=1
a b2
dans le repére orthonorni€q; 7; 7).

Démonstration : Voir [BécO7M
La figure 17, montre deux arcs d’'une hyperbole modéli-

sée a I'aide de deux courbes BR de points de controle pon-
dérés(Py; 1), ( Pp; Y2Y3:4V242) ot (py;

<I/I_/(>);O), (Q1;1) et (W_/2>;0> d’'autre part. Cette derniere
nous permet de déterminer les parametres de I'hyperbole
en utilisant le théoréme 14 tandis que les points de contrdle
pondérés sont ceux de la figure 11.

1) d'une part et

En prenant I'exemple des figures 11 et 15, la figure 18
montre les courbes?R{(iT/’S;O);(Ql;l); (I/I—/EO)} et

BR{(—W’O;O) 1(Q1;1); <—I/I_/2>;O)} en vert ainsi que la
courbeBR{ <—2 W_/(>);O> 1(Qu); (—2 W_/2>;0>} en rouge.

Plus la norme des vecteul®y et W, est grande, plus les
sommets de I'hyperbole sont éloignés du cefiie

5 Coniques a centres vues comme des cercles

Dans ce paragraphe, nous choisissons la métrique idoine
permettant de manipuler une ellipse non circulaire ou une
hyperbole comme un cercle unitaire. L'avantage de cet ap-
proche est de conserver la trés grande majorité des proprié-
tés des cercles usuels. Ainsi, commencgons par rappeler la
définition d’un cercle :



Figure 17: Deux arcs d'une hyperbole modélisée a I'aide de
deux courbes BR de points massiques de contiBiel),

(P ;M) et (P;1) d'une part et (W—/S;O),

(QuY)

)

Figure 18: lllustration de I'influence des vecteurs directeurs
des asymptotes

et Wz, d autre part.

-2 vectWz

-2 vectWo

Définition 2 : Cercle

Soit @ une forme quadratique définie du plﬁ et Q un
point du plan affineP.

Cest un cercle de centfe s'il existe un réek tel que :

c={mep | Q(Q_M):k} (50)

Naturellement, sk est négatif, le rayon du cercle est un
nombre imaginaire pur, sinon, le rayon g4t.

Considérons I'ellipsé et I'hyperboleH d’équations res-

pectives :
2 2 2 2
vy r ¥y _
5.1 Choix de la forme quadratique
Soit 7 («; y) un vecteur du plarP dans la bas€7’; 7).

Dans le cas de I'ellipse (resp. hyperbole) dont I'équatisin e
donnée par la formule (51) (resp. (52)), nous allons mﬁﬂr
de la forme quadratiqu@e (resp.QH) afin d’obtenir I'équa-
tion du cercle unitaire de centfe. Nous avons ainsi :

2 2 2 2

% (53) QH(ﬁ):%—%

T

Qe(W) = i (54)

La signature de la forme quadratique défidde (resp.
OH) est(2;0) (resp.(1;1)). Remarquons que NoOuUs avons :

Le(T7)=Lu(7:77)=0
etla base{_z’; ?) est orthogonale pour la forme quadratique
considérée. Nous avons :
Qe(7)>0 et Qe(7)>0
et:
QH(7) >0, Qn(7)<0
et On(a 7 +b7)=0

5.2 Cas d'un cercle connexe

En utilisant la forme quadratique de la formule (53), la
courbe définie par I'équation de la formule (51) est le cercle
unitaireE de centreD. Nous pouvons énoncer :

Théoreme 15:

Soit deux  points  Py(a cos(tg);bsin(to)) et
Py (—acos(tg); —bsin(tg)) diamétralement  opposés
deE.

Soitﬁl (—asin(tp);bcos(tp))-
— .
Alors, BR{(PO, 1); <P1;0> i (Po; 1)} est un demi-cercle de
E et nous avons les relations suivantes :
— =
Le <P0P22 Pl) = 0
1x1x QE(PO—P;> = 4x QE(ISD



Démonstration:
Nous avons bien? — wg wy = —1 < 0.

Trivialement, le poinD est le milieu dgPyP5] et :
— —
Qe (OFp) = 0= (OF%) =1

De plus, nous avons :

2

cos(to) sin(tg) b2 sin(tg) cos(tg)

— — a
ce(OFG: ) = - L > -0
et:
2 i 2
—\ _ a?sirf(to) | b?co (to) (to)
QEOﬁ)_ a? + b2 =1
De plus:

1x1x QE<I?P2):4>< QE<O—PS>:4X QE(FI)

La figure 19 illustre le théoreme 15 dans le cas ou nous
avonswg = w2 = 1.

Figure 19: Un demi-cercle modélisé par une courbe de Bé-
zier rationnelle quadratique définie par les points mass&ju

de controle( Py; 1), <O—Pl>;0) et(Py;1).

5.3 Cas d'un cercle non connexe

Soit le cercleH, unitaire pour la forme quadratiqu@n,
de centreD dont I'équation est donnée par la formule (52).
Nous pouvons énoncer :

Théoréme 16: Demi-cercle deH
Pourtg € [-m; 7] — {—5:5 }, considérons les deux points

Py= (#to);btan(to)) eth, = <—ﬁ'to); —btan(tO)) de

. —
H ainsi que le vecteuP; = (a tan(to); ﬁ) Alors :

e le vecteur tangerﬂ—yl, enP, et P,, est orthogonal &P ;
° BR{(PO;l); <FI;O) ;(Pz;—l)} est un demi-cercle de
H.

Démonstration: Voir [GD13].1
La figure 20 montre un demi-cercle unitaifemodélisé
par une courbe de Bézier rationnelle quadratique définie par
. . -
les points massiques de controle; 1), <P1; 0) et(P;—1)
(les pointsP, et P, sont symétriques par rapport au point
0). Le vecteur directeur, de I'asymptote, appartenant a la
L. 1 (=~ =
courbe de Bézier e&t = 5 (OP0+P1> et est obtenu pour

la valeurt = % et nous avons :

im, (Po; Bo (1))

t—3

(Br(t) PL0) & (Py—Ba (1) = (:0)

Figure 20: Un demi-cercle du cercle unitaitd modélisé par
une courbe de Bézier rationnelle quadratique définie par les

points massiques de contrd|€p; 1), <13;;0> et(Py;—1).—

Notons que la formule (13) et toujours valide puisque
nous avons :

1x ~1x Qu(RoFp) = ~4=4x 0n(P)

mais, contrairement au paragraphe précédent, le poidé-
fini par OP; = P; n’est pas un point du cerclé Finissons
par énoncer le théoréme 17 illustré par la figure 21.

Théoréme 17:

Soit une courbe de Bézierde points de contréle pondérés
(Po;1), (P1;w1) et(P»;1), avecws > 1, définissant un arc
du cercle (connexe) non conneideSoite € {—1;1}.

Soith définie par :

hi: R — R
€
\/?u
ws—1
U — B A - (59)
l-u+e 1
w%—l

Alors, BR{(PO; 1); (CX O) Q2 —1)} est un demi-cercle
deHou :

g w1

2
wi—1

PPy, 0



2 2 - o .
et Q, est le barycentre d€<P0;%1>’ <Pl;#_wil) et [Béc97] BECAR J. P. : Forme (BR) des coniques et de
L ) _ “1 “1 leurs faisceaux PhD thesis, Université de Valenciennes
<P2§ ;%Tl) affecté du poidso; = —1 et de Hainaut-Cambrésis, LIMAV, Décembre 1997.

[Béz86] BEZzIERP. : Courbe et surface2éme ed., vol. 4.

. . - . s Hermeés, Paris, Octobre 1986.
Démonstration: Il suffit d'appliquer le théoréme 2 avec :
1 [Cas85] QSTELJAUP. D. : Mathématiques et CAO. Vo-
a=0, b= Ly c=1 et d=e>_Y lume 2 : formes a péleHermes, 1985.
w?2—1 w?2—1
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Figure 21: Reparamétrisation d’un cercld pour obtenir un
demi-cercle

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons exposé un état de I'art sur les
points massiques qui permettent de regrouper dans un méme
ensemble les points pondérés, de poids non nul, d'un espace
affine et les vecteurs de I'espace vectoriel attaché a cet es-
pace affine. Nous avons ensuite, a partir de trois points mas-
siques définissant une courbe de Bézier de degré 2, détermi-
ner la nature de la conique engendrée par cette courbe. De
plus, les propriétés des points massiques étant affines, nou
avons pu choisir une forme quadratique adéquate afin qu'un
hyperbole ou une ellipse soit manipulable comme un cercle.
Pour compléter son information, le lecteur pourra consul-
ter [ABFHO8] qui fournit une application moderne des co-
nigues dans I'approximation de courbes ainsi qu’un applica
tion a visualisation des cercles caractéristiques d'uizdsy
de Dupin [DGL13].
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