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Introduction

Introduction

Un groupe T dénombrable discret étant donné, sa cohomologie & coefficients réels (ou
complexes) peut étre calculée en considérant une action de T sur une variété M contractile.
Si cette action est libre et propre, cette cohomologie est isomorphe a la cohomologie du
complexe Q. (M) des formes différentielles I'-invariantes sur M. Si M/T est une variété, ce
complexe est canoniquement isomorphe au complexe de de Rham de M/T ; sa cohomologie
est donc la cohomologie de de Rham de M/T. Lorsque ce n’est pas le cas, la cohomologie
de Q8 (M) est tout de méme isomorphe a la cohomologie singuliére de M/T.

Des lors, I'une des questions naturelles qui se posent dans cette situation est de savoir
s’il existe un sous-complexe «intéressant» A* de Qp(M) induisant la méme cohomologie,
c’est-a-dire pour lequel l'inclusion 4* ——— Q%(M) est un quasi-isomorphisme. On peut,
par exemple, considérer que le théoreme de de Rham concernant I'inclusion des formes
différentielles dans le complexe des courants sur une variété différentiable s’inscrit dans
cette optique.

Dans ce travail, on considere le cas ou M est ’espace hyperbolique réel H* de dimension
n et T est un groupe kleinéen, c’est-a-dire un sous-groupe discret du groupe des isométries
hyperboliques. Une forme différentielle I-invariante a € Q). (H") est dite automorphe si :
e o et da sont a croissance modérée :

Vzo € H*,3a,b > 0,Vz € H*, max{||a(z)|], ||da(z)]|} < a.eb¥(@:0)

ou ¢ désigne la distance sur H” et ||.|| la norme des formes p-linéaires sur 7,H",
e o annule un polynéme non nul en le Laplacien :

3P € C{X] ~ {0}, P(A)(a) = 0.

Ces formes automorphes forment un sous-complexe, noté A*(H*/T), de Qp(H?) ; et la
question de savoir si I'inclusion est un quasi-isomorphisme est connue sous le nom de
conjecture de Borel (cf. [B]).

D’autre part, les formes différentielles harmoniques cofermées et les formes
automorphes harmoniques cofermées constituent également des sous-complexes de Q*(H"),
notés respectivement Q. (H*/T') et A3 (H*/T). On a alors le diagramme d’inclusions

A*(H"/T) Qp (H")

i3

La variante suivante de la conjecture de Borel est parfois nommée conjecture de Borel-
Harder.

Conjecture 0.1. Les inclusions iy, iy et i3 de ce diagramme sont des quasi-isomorphismes.
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Le fait que i, soit un quasi-isomorphisme résulte d’un théoréme de Hodge pour les
variétés non compactes (cf. [Ga2]). La Conjecture 0.1 résulte alors de la théorie de Hodge
classique si le groupe T est cocompact (i.e. si H*/T est compact). Elle a également été
prouvée par J. Franke en 1998 (¢f. [Fra] et [Wal]) dans le cas d’un groupe de covolume fini.
Dans ce travail, nous étudions le cas de groupes élémentaires (parfois également nommés
virtuellement abéliens), premiers exemples de groupes kleinéens de covolume infini.

Pour cette étude, on utilise 'outil introduit par Pierre-Yves Gaillard en 1986 dans
[Gal] : la transformation de Poisson, généralisation aux formes différentielles, courants
et hyperformes de la transformation de Poisson connue sur les fonctions. Les formes
automorphes TI'-invariantes harmoniques cofermées sur H* sont alors les images des
courants I'-invariants sur la sphere a I'infini 8H* ~ S*~!. Le second outil est une description
de la structure de ces courants invariants. Plus précisément, grace a un résultat exposé
dans [EMM], on décompose ’espace de ces courants en une partie constituée des courants
invariants sur le domaine de discontinuité du groupe I, partie la plus réguliére de 'action
de T sur la spheére, et une partie formée des courants invariants portés par I’ensemble
limite de T.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions élémentaires de géométrie
différentielle et riemannienne et on donne les définitions et notations des objets qui seront
considérés par la suite. Dans le second chapitre, on définit les formes différentielles et les
courants sur une variété et on présente les résultats classiques pour la cohomologie de ces
complexes dans le cas d’une variété quotient. Dans le chapitre 3, on rappelle les définitions
et résultats classiques concernant les groupes kleinéens, notamment élémentaires. On y
présente également le résultat central utilisé dans I’étude des courants invariants, publié
dans [EMM]. On détaille aussi la construction d’'une moyenne d’un complexe différentiel
d’éléments I'p-invariants relativement a une extension finie I' de I'y.

Enfin, le chapitre 4 constitue notre contribution proprement dite et fait I’'objet d’un
article & paraitre dans le Hokkaido Mathematical Journal (cf. [D]). On y présente les
résultats obtenus sur la cohomologie des courants invariants sur la sphere 0H* dans le cas
d’un groupe engendré par une loxodromie de H* (cas hyperbolique), puis dans celui d’un
groupe engendré par une translation de H? (cas parabolique). On se rameéne ensuite & ces
cas, par un argument de moyenne, lors de I’étude de groupes élémentaires non monogenes.
Cette technique permet d’aboutir a un calcul explicite de cette cohomologie. Enfin, apreés
un bref rappel des propriétés de la transformation de Poisson, on utilise ces calculs pour
la détermination de la cohomologie des formes automorphes harmoniques cofermées sur
H", ce qui permet de répondre positivement a la Conjecture 0.1 dans les cas envisagés.
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