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Variétés de Richardson : multiplicités et désingularisation

Une variété de Richardson est U'intersection d’une variété de Schubert directe
avec une variété de Schubert opposée dans une variété de drapeaux. Dans cette
thése, on s’intéresse aux singularités des variétés de Richardson. Un résultat de
Kreiman et Lakshmibai donne la multiplicité d’un point T-fixe sur une variété de
Richardson. Dans le chapitre I, on prouve qu’en caractéristique nulle, leur formule
est valable en un point quelconque, pourva que la variété de drapeaux soit comi-
nuscule.

On considére ensuite une désingularisation d’une variété de Richardson de la
variété des drapeaux complets de type A,, obtenue comme sous-variété d’une va-
riété de Bott-Samelson. On dispose d’une famille naturelle de fibrés en droite sur les
variétés de Bott-Samelson, et leurs espaces de sections ont été étudiés par Laksh-
mibai et Magyar, qui en donnent une base indexée par des objets combinatoires,
appelés tableaux standard. On prouve dans le chapitre If que cette base est compa-
tible avec la désingularisation de la variété de Richardson lorsque le fibré en droites
est trés ample. On obtient de cette facon une base indexée par des tableaux parti-
culiers, appelés wp-standard.

Mots-clés : variétés de Richardson, variétés de Schubert, variétés de drapeaux,
cominuscule, variétés de Bott-Samelson, multiplicité d’un point singulier, désingu-
larisation, théorie des monémes standard.

Richardson varieties: multiplicities and desingularization

A Richardson variety is the intersection of a direct Schubert variety with an
opposite Schubert variety inside a flag variety. In this thesis, we are interested in
the singularities of Richardson varieties. A result of Kreiman and Lakshmibai gives
the multiplicity at a T-fixed point on a Richardson variety. In chapter I, we prove
that in characteristic zero, their formula is true for an arbitrary point, provided the
flag variety is cominuscule.

Next, we consider a desingularization of a Richardson variety in the full flag
variety of type A,, obtained as a subvariety of a Bott-Samelson variety. There is a
natural family of line bundles on Bott-Samelson varieties, and their spaces of sec-
tions have been studied by Lakshmibai and Magyar, who give a basis of these spaces
indexed by combinatorial objects called standard tableaux. We prove in chapter II
that this basis is compatible with the desingularization of the Richardson variety
when the line bundle is very ample. In this way, we obtain a basis indexed by
particular tableaux, the so-called wg-standard ones.

Key words: Richardson varieties, Schubert varieties, flag varieties, cominus-
cule, Bott-Samelson varieties, multiplicity of a singular point, desingularization,
Standard Monomial Theory.
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Introduction

On étudie dans cette thése les singularités des variétés de Richardson. Une
variété de Richardson est l'intersection d’une variété de Schubert directe et d’une
variété de Schubert opposée dans une variété de drapeaux {toutes ces notions seront
précisées par la suite). Les variétés de Richardson doivent leur nom aux travaux de
Richardson [54] sur les classes doubles de groupes algébriques, mais apparaissent
déja dans [29, 59] pour 'étude de la structure multiplicative (donnée par le cup-
produit) de I'anneau de cohomologie singuliére de la grassmannienne. En effet, les
cellules de Schubert fournissent une décomposition cellulaire de la grassmannienne,
de sorte que les classes fondamentales des variétés de Schubert constituent une base
additive de I'anneau de cohomologie de la grassmannienne. La structure multipli-
cative est alors entiérement connue dés lors que I'on sait multiplier deux classes de
variétés de Schubert. Or on peut modifier 'une des deux variétés de Schubert en
une variété de Schubert opposée qui a la méme classe fondamentale. Le cup-produit
des deux classes fondamentales est alors la classe fondamentale d’une variété de Ri-
chardson.

Les cellules de Richardson apparaissent explicitement dans [17]. Ces derniéres
fournissent une décomposition de la grassmannienne plus fine que la décomposition
de Bruhat classique. Les variétés de Richardson apparaissent dans des domaines
aussi variés que la K-théorie équivariante {40}, la positivité dans les groupes de
Grothendieck [8], la théorie des mondmes standard [10], et la géométrie de Pois-
son [21]. Récemment, Knutson, Lam et Speyer ([33]) ont étudié une décomposition
de la grassmannienne plus fine encore, donnée par les variétés positroidales ou-
vertes. Une variété positroidale peut &tre définie comme la projection d’une variété
de Richardson de la variété des drapeaux complets dans la grassmannienne. Les va-
riétés positroidales ont par la suite été généralisées d'une part par Knutson, Lam et
Speyer dans [34], et d’autre part par Billey et Coskun dans [2], ol ils s’intéressent
notamment 4 leurs singularités.

Bien que le lieu singulier d’une variété de Richardson soit connu, il n’en est
pas de méme pour la multiplicité d’un point. Un résultat de Kreiman et Laksh-
mibai [38] établit la multiplicité d’un point T-fize sur une variété de Richardson
X2 C G/P lorsque le sous-groupe parabolique P est minuscule. Dans le chapitre I,
on prouve qu’en caractéristique nulle, leur formule est encore vraie pour tout point
de X7, lorsque P est cominuscule.

Un autre aspect de I'étude des singularités d'une variété X consiste & en
construire une désingularisation, i.e. une variété irréductible lisse Z munie d’un
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morphisme birationnel Z — X. Pour les variétés de Schubert, on connait des désin-
gularisations : elles sont données par les variétés de Bott-Samelson ([6, 16, 22,
13, 20]). Pour ces derniéres, on dispose d’une famille naturelle de fibrés en droites
(Lm), m € Z7, ot r = dim Z. En type A, Lakshmibai et Magyar [42] ont donné une
base de I'espace des sections de ces fibrés, paramétrée par une famille de tableaux.
Ce résultat a ensuite été généralisé par Lakshmibai, Littelmann et Magyar [41] en
type quelconque. En ce qui concerne les variétés de Richardson dans la variété des
drapeaux complets de type A, on considére dans le chapitre II une désingularisation
I" obtenue comme sous-variété d’une variété de Bott-Samelson Z. On prouve que si
L est trés ample, alors la base de H%(Z, Ly,) donnée par Lakshmibai et Magyar
est compatible avec I', ce qui signifie que les éléments de cette base qui restent non
nuls quand on les restreint & I' forment encore une base de H(T', L,y,). Ce résultat
est vrai en caractéristique quelconque.

Nous donnerons au §7 de cette introduction des énoncés précis de ces deux
résultats, ainsi que les méthodes utilisées. Afin de les situer dans un contexte plus
large, nous rassemblons dans les §§1-6 certains résultats connus concernant les sin-
gularités des variétés de Schubert et des variétés de Richardson.

1. Généralités

Historiquement, les variétés de Schubert ont été introduites pour résoudre des
problemes de géométrie énumérative. Par exemple, étant données quatre droites de
P3(C) en position générale, on cherche le nombre de droites qui les rencontrent. Ce
type de problémes énumératifs est aujourd’hui connu sous le nom de « problémes
de Schubert »([57]). En 1874, Schubert développa un principe de continuité, appelé
« principe de conservation du nombre ». Les méthodes de géométrie énumérative
ainsi développées étaient intuitives, ce qui amena Hilbert & formuler son quinziéme
probléme :

« Etablissement rigoureux de la Géométrie énumérative de Schubert »

Détermination rigoureuse des nombres de la géométrie énumérative, et cela en
fixant d’une maniére plus précise les limites de leur validité, et, en particulier, des
nombres que Schubert a trouvés en s’appuyant sur le pricipe de son calcul énumé-
ratif, dit de la position spéciale ou de la conservation du nombre.

La résolution de ce probléeme a nécessité l'utilisation d’outils tels que ’homo-
logie singuliére, la théorie algébrique de l'intersection, et a conduit & la définition
moderne des variétés de Schubert (le probléme de Schubert consiste alors 4 étudier
Pintersection de quatre variétés de Schubert dans la grassmannienne Gy 4). La géo-
métrie des variétés de Schubert est aussi utilisée en Physique ([35]), par exemple
en théorie de Vinformation quantique ([15]).

Dans toute la suite, on travaille sur un corps algébriquement clos k. La grass-
mannienne G4, est I'ensemble des sous-espaces vectoriels de k™ de dimension d.
On peut réaliser G4, comme une variété algébrique projective via le plongement



1. GENERALITES 5

de Pliicker :
p: Gin - P(AY%™)
(W1,...,08) = [vr A Ay,

oll {v1 A -+ Ay représente la droite engendrée par v; A -+ A vg dans V'espace des
puissances extérieures A%k".

On pose

Lin={i=i1...ig|1<i1<ig <---<ig<n}.

Les éléments de Iy, sont appelés multi-indices (ou colonnes dans le chapitre II).
Soit (e1,...,en) une base de k™. Pour i =iy ...4q € Iy, On pose €; = €;, A---Ney,.
La famille (e;)icr, ., est une base de Ak™, et on note (p;) sa base duale. Les p; sont
appelés coordonnées de Pliicker. Si ’on écrit les vecteurs vy, ...,vq en colonne dans
la base (ey,...,es), on obtient une matrice M et le scalaire pi(v1 A --- A vg) est
alors le déterminant de la matrice obtenue 4 partir de M en ne conservant que les
lignes 41,...,14.

L’ensemble p(Ga,n) est caractérisé dans P(A%k™) par un systéme d’équations
quadratiques, appelées relations de Pliicker, que voici :

d+1
Ape s ~ =
Z( 1) Diy..daerga pjl...j;\...jd.(.l - 0’
A=1
ol i1,...,4q-1 et J1,...,Ja41 parcourent {1,...,n}. La notation ji...jx...Jd+1

signifie que 1’on supprime j, dans j; ... jg41.

Un drapeau F est la donnée d’une suite croissante d’espaces vectoriels F¥, i.e.
F=(0CF'CF?C...CFP=k").

Le drapeau F est complet si p = n. L’ensemble de tous les drapeaux complets
de k™ est noté Fé(n).

Fixons un drapeau complet F = (0 ¢ F1 c --- ¢ F*~! ¢ F* = C"). On
définit alors les cellules de Schubert de la fagon suivante :

Ci={VEGyn |V1<ji<d, dm(VNF* =3 si i <k<ij}
et les variétés de Schubert
Xi =G,
I’adhérence étant prise au sens de la topologie de Zariski dans G4,,. On peut définir
un ordre partiel < sur I, appelé ordre de Bruhat, de la fagon suivante :

j=j1...Ja<i=d1...iqg & j1 < i, J2 <2y -ovy Ja<ta

La géométrie des variétés de Schubert est étroitement liée & la combinatoire de Ig,,.
On dispose par exemple du théoréme suivant.

THEOREME 0.1.1.
(1) X X; < j<i.

2) X; = HCJ (Décomposition de Bruhat).
J<i

La dimension d’une variété de Schubert X; est donnée par la formule

d
dim(Xy) =) g —t.
t=1
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En particulier, puisque G4 est la variété de Schubert Xn_q11...n, on obtient
dim(Gy,») = d(n—d). On peut également donner la codimension de X; dans G4, :

d
codim(X;) = Z(n —d+t—1i).
t=1

On pose alors Ay = n — d +t — i:. La suite A = (\;); est décroissante au sens
large. On appelle une telle suite partition, et on la représente souvent a ’aide d’un
diagramme de Young D). Ce diagramme est constitué de d lignes, la premiére ligne
contenant \; cases, la seconde Az, et ainsi de suite. En d’autres termes,

Dy={(,j)11<i<d, 1<j< N}
Par exemple, le diagramme de Young associé & la partition (5,4,4,2,1) est

La codimension de X; est alors le nombre de cases du diagramme de Young
correspondant.

Cette description en termes de diagrammes de Young interviendra de maniére
essentielle dans la recherche des singularités de X, (voir Section 2).

La théorie des variétés de Schubert a ensuite été généralisée dans le cadre d’es-
paces homogenes d’un groupe algébrique semi-simple quelconque, que Pon suppose
de plus simplement connexe’. On considére alors dans G un sous-groupe de Borel B,
c’est-a-dire un sous-groupe fermé, connexe, résoluble, maximal pour ces propriétés,
ainsi qu'un fore (i.e. un groupe isomorphe & un produit de copies de k*) maximal
T ¢ B. Soit W = Ng(T)/T, ot Ng(T') est le normalisateur de 7" dans G. On note
X(T) le groupe des caractéres de T, i.e. le groupe dont les éléments sont les mor-
phismes de groupes algébriques T — k*. Le groupe W agit sur X(T) de la fagon
suivante. Soient w € W, n,, € Ne(T') un représentant de w, et A € X(T'). On pose
alors w.A : £ € T+ A(ng! tny,). On consideére le R-espace vectoriel X = X (T)®zR.
muni d’un produit scalaire { , ) W-invariant.

Soit V' une représentation de dimension finie de G. Sous ’action du tore T, on
obtient une décomposition

V= P Va

aeX(T)

Va={veV|tv=alt)y VteT}.
Lorsque V,, # 0, le caractére a est appelé poids de la représentation V, et les
¢éléments de V,, sont appelés vecteurs de poids a. Les poids non nuls de la représen-
tation adjointe de G sur son algébre de Lie g sont appelés racines, et forment un
systéme (abstrait) de racines R de X, i.e. satisfont les propriétés suivantes :
— R est fini, engendre X, et ne contient pas 0.

IPour la géométrie de G/ P, on peut toujours supposer G simplement connexe. Mais il est
parfois utile de ne pas travailler avec cette hypothése. Par exemple, on suppose G adjoint dans le
chapitre I.
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— Pour tout a € R, les seuls multiples de « dans R sont a et —a.
— Soit g, la réflexion d’hyperplan 'orthogonal de ¢, i.e.

2z, a)
) a.

salx) =
Pour tout a € R, R est stable par s,.
~ Si « et 3 sont deux racines, alors s,(3) — B est un multiple entier de a.

Il est utile de poser o¥ = . C’est la. coracine associée i a. La derniére

(o,
condition s’écrit alors

(B,e") € Z.

On peut retrouver tous les poids & partir de R (lorsque G est simplement
connexe). Un poids abstrait w est un vecteur de X satisfaisant, pour toute racine
a, (w,a’) € Z.

Si G est simplement connexe, tout poids abstrait est le poids d’une représen-
tation de dimension finie.

La donnée de B définit un systéme de racines positives : c’est I’ensemble des ra-
cines de B, i.e. les poids de la représentation adjointe de B. C’est un sous-ensemble
de R, que I'on note R*. De plus, il existe des racines aj,..., o, telles que toute
racine positive s’exprime comme combinaison linéaire des «; A coefficients entiers
positifs. Les autres racines de R s’expriment quant & elles comme combinaison
linéaire & coefficients entiers négatifs; elles sont appelées racines négatives. Les ra-
cines a; sont dites simples, et n = dim T est le rang de G. On note S 'ensemble
des racines simples. Une Z-base du réseau des poids abstraits est alors donnée par
les poids fondamentaux : le i-éme poids fondamental w; est défini par

1 sij=i
V) = ;
(@i, 05) { 0 sinon.
On démontre que W est engendré par les réflexions simples, i.e. les réflexions
Sq pour o racine simple.
Etant donnée une racine £, il existe un morphisme de groupes algébriques
0p : k — G satisfaisant

VteT, Ve ek, tos(x)t™ =085(B(t)x),

et 03 est unique & reparamétrisation prés. L’image de k par g est notée Ug, et
appelée sous-groupe unipotent associé a 3.

Enfin, on considére P un sous-groupe parabolique de G contenant B. Le quo-
tient G/ P est alors muni d’une structure de variété algébrique projective. On note
R(P) le radical de P, et R, (P) son radical unipotent. On définit RY de la fagon
suivante :

R*\Rf ={B € R* {Us C Ru(P)}.

On pose alors Rp = —R}; et Rp = R} U Rp. Clest un sous-systéme de racines de
R. On dit que c’est le systéme de racines associé a P. L’ensemble Sp des racines
simples de ce systéme de racines est SN Rp, et R; en est I'ensemble des racines
positives.

Réciproquement, si J est un sous-ensemble de §, alors il existe un sous-groupe
parabolique de G contenant B dont le systéme de racines simples associé est J : il
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suffit de considérer le sous-groupe engendré par B et les U_,, pour a € R tel que

o = Z aﬂ,B.
geJ
Ainsi, on dispose d’une correspondance bijective entre les sous-groupes parabo-

liques de G contenant B et les parties de S. De plus, les sous-groupes paraboliques
maximaux contenant B sont en bijection avec S : si a est une racine simple, le
sous-groupe parabolique associé & S\ {a} est maximal. Le sous-groupe parabolique
maximal associé & la i-&me racine simple o; est noté P;. On dit aussi que P; est
associé au poids fondamental @;.

On pose Wp = Np(T)/T, c'est le groupe de Weyl associé & P. Ce groupe est
engendré par les s, pour a € Sp.

Pour w € W/Wp, on note e, 'élément n,,P € G/P, oit ny € Ng(T) est un
représentant de w (dans la suite, on confondra bien souvent w et n,,). Le groupe
G agit naturellement sur G/P par multiplication & gauche. Les points T-fixes de
G/P sont précisément les e,, pour w € W/Wp. La B-orbite de e, est notée C,,
et est appelée cellule de Schubert. Son adhérence pour la toplogie de Zariski est
notée X, et est appelée variété de Schubert. Puisque C,, est une B-orbite, c’est
une variété algébrique irréductible lisse localement fermée. On en déduit que les
variétés de Schubert sont également irréductibles.

On peut munir W/Wp d’un ordre partiel <, appelé ordre de Bruhat (aussi ap-
pelé ordre de Bruhat-Chevalley). Il peut étre défini de la fagon suivante : puisque
W est engendré par les réflexions simples s; associées aux racines simples «;, tout
élément w de W se décompose sous la forme d’un produit de réflexions simples.
Bien sfir, cette décomposition n’est pas unique. On dit d’'une décomposition qu’elle
est réduite lorsqu’elle est de longueur minimale. Toutes les décompositions réduites
de w sont de méme longueur !(w), on dit que c’est la longueur de w. Si v et w
sont deux éléments de W, on dit que v < w si de toute décomposition réduite
W = 8, - - - 8i,, on peut obtenir une décomposition réduite de v en supprimant des
lettres s;; . On définit ensuite 'ordre de Bruhat sur le quotient W/Wp en constatant
que chaque classe wWp contient un unique élément minimal pour <. On dit alors
que vWp < wWp si min(vWp) < min(wWp). On note aussi W¥ 'ensemble des
représentants minimaux des éléments de W/Wp, et on identifie souvent W/Wp et
WP,

De nouveau, la géométrie des variétés de Schubert est liée a la combinatoire de
W/Wp.
THEOREME 0.1.2. Soient v,w € WF,
(1) Xy CXy < v<w.
(2) Xy = H C, (Décomposition de Bruhat).

v<w
On peut aussi donner la dimension d’une variété de Schubert :
dim(X,,) = l(w).

Les grassmanniennes rentrent dans ce cadre plus général : il suffit de prendre
G = SL(n) le groupe des matrices de déterminant 1 4 coefficients complexes, B le
sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, T' le sous-groupe des matrices
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diagonales, et P '’ensemble des matrices par blocs

(51e)

ol A est une matrice carrée de taille d.

Le groupe G agit transitivement sur Gy, et le stabilisateur de (e1,...,€q)
est P, de sorte que G/P s’identifie & G4,,. Le groupe de Weyl W est isomorphe au
groupe de permutations S,, et Wp & .54 x.S,,_q4, de sorte que W/Wp est en bijection
avec 'ensemble I . De plus, on vérifie que cette identification est un isomorphisme
d’ensembles partiellement ordonnés. On vérifie également que les cellules de Schu-
bert C} sont bien les B-orbites du point T-fixe e; = {e;,, ..., €;,).

La variété des drapeaux complets F4(n) correspond au cas ol P = B. Dans
ce cas, Wp est trivial, de sorte que les variétés de Schubert sont indexées par le
groupe des permutations Sy,.

2. Singularités des variétés de Schubert

Dans cette section, nous ne donnons que certains résultats concernant les sin-
gularités des variétés de Schubert. Pour d’autres résultats et les preuves, on pourra
consulter [3], ainsi que les références qui 8’y trouvent. Néanmoins, nous n’utiliserons
pas tous les résultats présentés ici.

On rappelle 3 présent la définition de variété lisse. Etant donné un point m sur
une variété algébrique X, on note Ox ,, 'anneau local de X en m, et m son unique
idéal maximal. L’espace tangent T,,X de X en m est le dual de ’espace vectoriel
m/m2. Le point m est lisse si dim(7}, X) = dim,,(X), ot dim,(X) est la dimension
locale de X en m, i.e. la plus grande dimension des composantes irréductibles de
X contenant m.

Dans [12], Chevalley montre que les variétés de Schubert de G/B sont lisses en
codimension 1, 7.e. le lieu singulier d’une variété de Schubert est de codimension au
moins 2. En fait, dans ce méme article, Chevalley émet ’hypothese que les variétés
de Schubert sont lisses. On sait aujourd’hui que ce n’est pas vrai : les variétés de
Schubert X3z410 et Xy031 dans SL(4)/B sont singuliéres (ce qui fut découvert au
cours d’un séminaire de Demagzure sur son travail [16]).

Le lieu singulier des variétés de Schubert a été complétement décrit pour cer-
taines variétés de drapeaux. Dans tous les cas, il est clair que le lieu singulier d’une
variété de Schubert X, est fermé et B-stable, donc se décompose en une réunion
de variétés de Schubert. Ainsi, il suffit de déterminer les points T-fixes singuliers
pour obtenir le lieu singulier tout entier.

2.1. Lieu singulier des variétés de Schubert de G;,. D’aprés [46, 60},
on dispose d’une caractérisation combinatoire simple pour déterminer le lieu singu-
lier d’une variété de Schubert Xj C G4.,. On commence par associer & i la partition

A=(Ar 2= A)

avec \; =n —d +t — iz, que I'on représente par un diagramme de Young D) (voir
le paragraphe concernant la codimension d’une variété de Schubert X dans la sec-
tion 1). On se permettra dans cette section de confondre i, X et Dy : par exemple,
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on écrira X, on parlera des cases de A, etc. Un coin de A est un couple (i,7) € D,
tel que § = A; > A1

On dispose de la description suivante du lieu singulier de X, :

THEOREME 0.2.1 {[60]). Si la case (3,7) est un coin de \, avec 1 < i < d et
1< j <n—d, on gjoute au diagremme de X la case (i+ 1,5+ 1), et l'on compléte
en une partition minimale. Soit Sy ’ensemble de toutes les partitions obtenues de
cette fagon. Alors

Sing(X») = U X
HESA

EXEMPLE 0.2.2. Déterminons le lieu singulier de Xy3479 C G5 19- Le multi-
indice ¢ = 13479 correspond & la partition A = (5,4,4,2,1), et on obtient le dia-
gramme :

|

11 y a trois coins : le premier en position (1,5), le deuxiéme en position (3,4),
¢t enfin le dernier en position (4,2). Le premier ne doit pas &tre pris en compte car
la case (1 4+ 1,5+ 1) ne se trouve pas dans le rectangle 5 x 5. Donc S), est constitué
des deux partitions (5,5, 5, 5,1) et (5,4,4, 3, 3).

D’ou la décomposition du lieu singulier de X; en composantes irréductibles :

Sing(X;) = X12349 U X13467-

COROLLAIRE 0.2.3. Les seules variétés de Schubert lisses sont les sous-grassman-
nienmnes.

2.2. Lieu singulier des variétés de Schubert de SL(n)/B. On connalt
également une caractérisation combinatoire des variétés de Schubert lisses dans la
variété des drapeaux complets :

THEOREME 0.2.4 (Lakshmibai-Sandhya, [43]). La variété de Schubert X, C
Fé(n) est singuli¢re si et seulement s’il existe des entiers i < j < k < I tels que
l'une des deux conditions ci-dessous soit satisfaite :

- wik) < w(l) < w(@) < w(j);

- w(l) < w(f) < wlk) < w(i).

Un quadruplet w(k) < w(l) < w(i) < w(j) est appelé configuration 3412 de w,
et un quadruplet w(l) < w(j) < w(k) < w(i) une configuration 4231 de w.

Dans ce méme article, Lakshmibai et Sandhya proposent une conjecture qui
détermine le lieu singulier d’une variété de Schubert. Cette derniére s’exprime plus
facilement en termes de diagramme de permutations. Le diagramme d’une permu-
tation w est 'ensemble des couples (i, w(i)). On peut représenter ce diagramme de
la fagon suivante : dans un carré n X n, on marque d’un e les points de coordonnées
(4, w(?)) (comme pour une matrice, ¢ indique la ligne, et w(i) la colonne).

Ainsi, une configuration 3412 correspond au diagramme
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w(k) wl) wi) w(y)

(8 0wl
ST
LS N
I e . ..............

On peut représenter deux permutations w et v sur un méme diagramme : les
points (¢, w(z)) sont toujours marqués par un disque noir e, et les points (z,v())
par un disque blanc o.

ConNJECTURE 0.2.5 (Lakshmibai-Sandhya, [43]). Soit w € Sp. On considére
Pensemble Z,, des permutations v satisfaisant une des deux conditions ci-dessous.
~ Il existe une configuration 3412 de w telle que les points du diagramme de v
sur les colonnes correspondantes soient dans une configuration 1324, comme

dans le diagramme ci-dessous :

po i

Soient v’ la permutation obtenue en transformant la configuration 3412
de w en une configuration 1324, et w' la permutation obtenue en transfor-
mant la configuration 1324 de v en une configuration 3412 :
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On demande alors que v < v et w' < w.
— Il existe une configuration 4231 de w telle que les points du diagramme de v
sur les colonnes correspondantes soient dans une configuration 2413.

wk) wl) w) w()

i SRR R EEFEREREREE ’
& e Beevermennnneersons
F e PO SRR
kl ........................... Q
j Qetvarevranasnconsosretasana
k .................. [ IR
PR SUOUPUNE SOTOPOR OO
i @ vttt

Soient v' la permutation obtenue en transformant la configuration 4231
de w en une configuration 2413, et w' la permutation oblenue en transfor-
mant la configuration 2413 de v en une configuration 4231.

wk)  w(l)  w@)  w)

i [AREEEERE @ercorarniiiiraeny

On demande alors que v' 2 v et w' < w.
Alors le lieu singulier de X, est la réunion des variéiés de Schubert X, pour v
mazimal dans Z,,.

Gasharov [19] a prouvé un sens de cette conjecture : les points de X, v € Z,,
sont singuliers dans X,,. Depuis, suite aux travaux [32, 52, 14, 4], le lieu singulier
est parfaitement connu. En particulier, leurs résultats prouvent la conjecture de
Lakshmibai-Sandhya.
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Une configuration 3412 de w est dite minimale si elle est représentée par I'un
des deux diagrammes ci-dessous.

ek wl) vl wG) ek wl) wE) )

T B O L
e 0

i PR
NENENE

PR MO SOt .

. l

Dans ces diagrammes, les zones ol sont dessinées @ ne contiennent aucun point
du diagramme de w, et celles ol sont dessinées une fléche peuvent contenir des
points du diagramme, mais ceux-ci doivent étre disposés selon la direction Nord-
Est.

Une configuration 4231 de w est minimale si elle correspond au diagramme
ci-dessous.

Etant donnée une permutation w et une configuration minimale, on construit
une nouvelle permutation v en modifiant localement le graphe de w de la fagon
suivante.

Pour les configurations 3412 :

Pour une configuration 4231 ;
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On note C{w) 'ensemble des permutations v ainsi construites.

TaEOREME 0.2.6 ([32, 52, 14, 4]). Le licu singulier de X,, est la réunion des
variétés de Schubert X, pour v € C(w).

2.3. Lieu singulier des variétés de Schubert dans un G/P minuscule.
Un poids fondamental @ est dit minuscule si (v, 3Y) < 1 pour toute racine positive
B. 1l est dit cominuscule si le poids dual @V est minuscule relativement au systéme
de racines dual RY. De facon équivalente, w est cominuscule si la racine simple
associée a est cominuscule, i.e. si a apparait avec un coefficient 1 dans la décompo-
sition de la plus grande racine de RT. La liste des poids minuscules et cominuscules
est donnée dans le tableau ci-dessous (la numérotation des poids fondamentaux est
celle de Bourbaki [7]) :

® ® S
A | 1 2 3 n—1 n
© —O O— o o o -——O%z—:.‘
B,|1 3 n—1 n
PS o O s e —o:;é@
[0/ I | 2 3 n—1 n
n
C) o O— o o o
D,11 2 3 n—2 n—1
2
B | 3 "4 5 ®s
2
@, O C C O
E; 1 3 4 5 6 ©7
@ minuscule © cominuscule @ minuscule et
cominuscule

Le sous-groupe parabolique P associé & w, ainsi que 'espace homogéne G/ P,
sont alors aussi qualifiés de minuscules (resp. cominuscules).

Lorsque G/P est minuscule, Brion et Polo ([11}) ont étudié le lieu singulier
d’'une variété de Schubert X,, C G/P le long de la cellule C, en utilisant une
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variété T-stable N (v, w), appelée transversale. Cela leur a permis de déterminer le
lieu singulier de X,,, ainsi que la multiplicité de e, dans X,, lorsque X, est une
composante irréductible de X,,.

THEOREME 0.2.7 ([11]). Seit X,, une variété de Schubert dans un G/P mi-
nuscule. Soit Q le plus grand sous-groupe parabolique tel que X, soit stable par
multiplication & gauche par Q. Alors le lieu singulier de X, est X, \ Qe .

On dispose aussi de descriptions purement combinatoires similaires au cas de
la grassmannienne.

Type B. Soit V = k2"t muni de la forme quadratique non dégénérée

Q(mlyuwmnaz,yly--':yn) =Zi1Yn + TaYn-1+ -+ 21 +22-

Le groupe G = SO(V) est le groupe des isomorphismes lindaires qui préservent la
forme quadratique Q. Soit P le sous-groupe parabolique maximal associé au dernier
poids fondamental w,. Le quotient G/P s’identifie alors & ’ensemble des espaces
totalement isotropes maximaux. Ils sont tous de dimension n. De plus,

wP=dai ol 1<y <ap<+<a,<2n, a; #n+1.
Tyl e Siie{ay,...,0,), alors 2n+2—i ¢ {ay,...,a,} |
On peut associer une partition A = (A1,...,An) 3 a1...a, € WF en posant

A _Joa—i siag; <n
- T g —i~1 sia;>n.
On obtient de cette fagon une partition auto-duale. Etant donnés deux diagrammes
de Young A C u, on note A\/u Pensemble des cases qui se trouvent dans A mais pas
dans p.

THEOREME 0.2.8 ([45]). Soit A une partition auto-duale. Alors

Sing(X) = U Xy
HESH

ot Sy est Uensemble des partitions p D X satisfaisant l'une des conditions ci-
dessous :

- s0it A/ est la somme disjointe de deur équerres duales l'une de lautre;

— soit A u est la somme de deuz éguerres duales 'une de autre connectées par

une case;
- soit A est une équerre auto-duale.

Type C. Soit V = &£?” muni de la forme symplectique @ de matrice

==(5%)

ol J est la matrice carrée de taille n, avec des 1 le long de I'antidiagonale, et des 0
ailleurs.

Le groupe G = Sp(V) est le groupe des isomorphismes linéaires qui préservent
la forme symplectique Q. Soit P le sous-groupe parabolique maximal associé au
premier poids fondamental w,. Le quotient G/P s’identifie alors & P(V'), et les va-
riétés de Schubert sont des sous-espaces projectifs. En particulier, elles sont toutes
lisses.
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Type D. Soit V = k2" muni de la forme quadratique

Q(z1, 2, . T, Y1,Y2, - -+, Yn) = L1Yn + ToYn—1 + - - + Tnl.

On note G le sous-groupe des transformations linéaires qui préservent la forme qua-
dratique Q.

L’ensemble Wt g’identifie 4 {1,...,2n} muni de 'ordre de Bruhat suivant :

2n

|
2n—1

La variété de Schubert X5, = G/P, est bien siir lisse. Les variétés X,y1, X,,
Xn-1y..+,X7 sont lisses. Enfin Sing(Xs, ;) = X;pour 1 <i<n -2,

Soient P (resp. @) le groupe parabolique associé au poids fondamental o,
(resp. @Wp—1). L’ensemble des sous-espaces de V' totalement isotropes maximaux
est G-stable et posséde deux orbites. L'une s'identifie 4 G/P et Pautre & G/Q. De
plus,

o 1<ai<a< - <a,<2n
P_ o #{i}]a; > n} est pair
Wi=qa..o | | pour 1 <i<2n, sii€ {ay,...,an},
alors 2n+1—1i ¢ {a1,...,an}

L'ensemble W< est plus difficile & décrire : on peut I'identifier & un sous-
ensemble propre de

o 1< <a< - <ap_1<2n
ay...0n-1] ® pourl<i<2n,sii€{as,...,an-1},
alors2n+1—4¢ ¢ {a1,...,an-1}

Pour w € W, on note w(?9) le représentant minimal de wWp,. On identifie
w™ 1 au multi-indice ay . ..an—1 de la facon suivante. On pose

Sa, si 2 =n,

Ui == § 80,80,41 82, SI1<i<n--2
e sii=0.
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Pour i # n — 1, solent yt,...,3%_; les n — 1 premiéres entrées de wu;, que l'on
réordonne de fagon croissante pour obtenir un multi-indice y*. L’ensemble {y* |
0<i<n, i#n—1} est totalement ordonné (pour 'ordre de Bruhat sur I,_1,35),
et w1 est le plus petit élément parmi y°,yt,...,y""2, y".

Les variétés G/P et G/Q sont isomorphes, et les variétés de Schubert sont
en correspondance via cet isomorphisme. De plus, G/P et SO(2n —1)/P,_; sont
isomorphes, et les variétés de Schubert se correspondent via cet isomorphisme.
Ainsi, la détermination du lieu singulier des variétés de Schubert de G/P et de
G/Q se déduit de celle pour les groupes de type By, 1.

Soit W' le groupe de Weyl de SO(2n — 1). Les isomorphismes mentionnés ci-
dessus induisent des bijections § : WP — W<, 8 : WPt — WP qui conservent
Pordre de Bruhat.

On construit la bijection & de la fagon suivante. Soit a3 ...a, € WF. Si g, =n,
alors aj...a, = 1...n. On pose dans ce cas §(a;...a,) =1...n— 1 Sia, >
n, alors soit n, soit n + 1 appartient & {aj,...,an—~1}. On obtient §(a1...a,) en
remplagant n (resp. n+ 1) par n + 1 (resp. par n) dans ay ...an_1.

La bijection @ est obtenue en posant 8(a; ...an-1) =a1...0y-1ay,, OU O pPOse
a, =noun-+1pour quefi{i|1<i<n, a; > n} soit pair.

2.4. Le cas de Sp(n)/P,. Soit V = k?" muni de la forme symplectique Q,
comme dans le paragraphe précédent, et P le sous-groupe parabolique maximal
associé au poids fondamental @,. Ce poids n’est pas minuscule, mais est cominus-
cule. Le quotient G/ P s’identifie 4 ’ensemble des sous-espaces totalement isotropes
maximaux de V. De plus,

WP={a1...an

e 1<ag1<a< - <ap, <2n,
e Sii€{a1,...;an}, alors 2n+1—i ¢ {a1,...,a,} |~

On peut associer une partition A = (A,...,An) & a1...a, € WP en posant

An+1-: = 6; — . De cette fagon, on obtient une partition auto-duale.

THEOREME 0.2.9 ({45]). Soit A une partition auto-duale. Alors
Sing(X») = U Xy,
HESH

ot S est l’ensemble des partitions p D X satisfaisant l'une des conditions ci-
dessous :

- soit M u est la somme de deuz équerres duales l'une de Uautre;
— soit /i est une équerre auto-duale, non réduite 4 une unique case.

3. Multiplicité d’un point sur une variété de Schubert

Rappelons la définition de la multiplicité 4 d’un point m sur une variété algé-
brique X. On considére 'anneau gradué associé & ’anneau local Ox n, :

gT(Ox,m) — @md/md—l—l’
d>0
et on note h,, sa fonction de Hilbert :

b (d) = dim(m?/md+1),
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On sait par le théoréme de Hilbert que la fonction h,, est polynomiale pour les
grandes valeurs de d :

AP, € k[T] tel que Vd > 0, Pn(d) = hpy(d).

Le polynéme P,, est appelé polynéme de Hilbert, et encode de nombreuses infor-
mations sur la géométrie de X au voisinage de m. Le degré e de P, est égal a

dim(X) — 1. De plus, son coefficient dominant est de la forme g, pour p € N'\ {0}.
C’est cet entier u qui est appelé multiplicité de m sur X. )

3.1. Multiplicité d’une variété de Schubert dans Gg,. On considére
une variété de Schubert X; C Gy, ainsi qu'un point T-fixe e; € Xj, de sorte que
j <i. On note y4(j) la multiplicité de ej sur Xj, et A (resp. u) la partition associée
a i (resp. j).

En 1990, Kreiman et Lakshmibai ([39]) donnent une formule récursive pour
calculer p4(j). On commence par définir le i-degré d’un multi-indice j :

deg;(§) = #{t | je ¢ i}-
On remarque que deg;(j) = deg;(i). La multiplicité est alors donnée par :

() deg; (5) = Y (i),

ol la somme est portée sur Iensemble des multi-indices k tels que j < k < i et
S ke = (3, i¢) — 1 (C'est-a-dire tels que Xi soit une hypersurface de X; contenant
Ej).

On obtient ainsi récursivement u;(j) si 'on connait py(j). Or e est lisse dans
Xj : 'l ne Pétait pas, sa B-orbite Cj serait dans le lieu singulier, et puisque ce
dernier est fermé, il serait égal & X tout entier! Ainsi p5(§) = 1.

11 existe également des formules fermées (i.e. non récursives) qui donnent 14(j),
qui se présentent sous la forme de déterminants ([1, 27]). Par exemple, on a la
formule de Rosenthal-Zelevinsky ([56]) ci-dessous. On pose s; = #{s | j, > 41}.

(&) e (B
G5) e G5

() @)= (-1

(d»-il—sl) (d—-id—ad)

Dans cette formule, on utilise la convention que le coefficient binomial (;) est nul
pour s strictement négatif.

Peu aprés, Krattenthaler ([36]) interpréte combinatoirement cette formule dé-
terminantale. En effet, via le lemme de Gessel-Viennot, ce déterminant compte le
nombre de familles de chemins connectant certains points. Plus précisément, on
considére les deux familles de points de Z?2 suivantes. On pose 4; = (=l + 1,1 —1)
et B = (—s;,81+ 1), pour | =1,...,d. Il s’agit de trouver tous les chemins dans
Z2, dont 'origine est 1'un des points de {4; | 1 <[ < d}, et d’extrémité ’un des
points de {By, | 1 < k < d}, satisfaisant les conditions suivantes : un tel chemin
est constitué de segments verticaux et horizontaux, les segments verticaux doivent
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étre dirigés vers le nord, et les chemins horizontaux vers 1'est. On note Px(u) l'en-
semble des familles de chemins ne s’intersectant pas et satisfaisant les conditions
précédentes. Le déterminant (*) est alors le cardinal de Py(p)-

Par exemple, si 'on pose i = 13479 et j = 12349, il s’agit de trouver le nombre
de familles de chemins ne s’intersectant pas dans le diagramme ci-dessous, connec-
tant les points A1,..., As aux points By,..., By :

By

.

B
&a

Bi Bé By
A5 4
dae
A:‘i *
Aze
Are

On constate qu’il y a 6 familles de chemins possibles, représentées ci-dessous.

L t L
f

coh
L ) B iLi

Ceci est cohérent avec la formule de Rosenthal-Zelevinsky puisque

000 0 1
001 1 9

01 4 7 36 |=6.
0 3 6 21 84

1 3 4 35 126

3.2. Multiplicité d’une variété de Schubert dans SL(n)/B. On ne connait
que trés peu de résultats concernant la multiplicité d’un point sur une variété de
Schubert de SL(n)/B. Pour n = 5 ou 6, la multiplicité du point le plus singulier
dans une variété de Schubert a été calculée par Woo [62].
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3.3. Multiplicité d’une variété de Schubert dans certains G/P mi-
nuscules ou cominuscules. De méme que dans le cas des grassmanniennes, on
connait une formule récursive qui donne la multiplicité d’un point sur un G/P dans
les cas suivants :

- G = SL(n), P = P; pour d quelconque,

-G=8002n+1),P=P,,

- G=Sp(2n), P= P, P,,

-G= SO(2n), P= P]_, Pn—la Pn-

Pour pouvoir écrire cette formule, nous avons besoin des coordonnées de Pliicker
associées 4 des poids extrémaux.

On note o le poids fondamental associé & P. Soit V™ la représentation de plus
haut poids w. Le groupe G agit sur P(V®), et on démontre que P est le stabilisateur
de la droite engendrée par le vecteur v de plus haut poids . Ainsi, en identifiant
G/ P avec la G-orbite de (v ), on obtient un plongement G/P — P(V®). Les poids
de V= qui se trouvent dans la W-orbite de @ sont appelés poids extrémauz. De
plus, la W-orbite de w est en bijection avec W/Wp. Soient w € WF, et A = ww.
L’espace V), des vecteurs de poids A est de dimension 1. On fixe alors un vecteur vy,
non nul de Vi,, et on compléte ensuite la famille (v, ) en une base de vecteurs-poids
de V=, Si gP € G/P, alors p,,(gP) est la coordonnée de gv suivant le vecteur v,,.
On dit que p,, est la coordonnée de Pliicker associée au poids extrémal wwo.

De ce point de vue, les G/P minuscules jouent un rdle particulier, puisque P est
minuscule si et seulement si tous les poids de la représentation V¥ sont extrémaux.

On note py,(v) la multiplicité de e, dans X,, C G/P.

Etant donné » € W, on note u(?) le représentant minimal de uWp. On note
(Xs) une base de Chevalley de g, i.e. Xg est un vecteur non nul de poids 3 pour
la représentation adjointe g. On pose

Rp(w,v) = {B € o(R" \ RE) | w > (spv) P}
On considére ’ensemble
Np(w) ={D=X_g,...X_p, | Bi € Rp(w,v), Dpy =appy,ap € k*},

ouD=X_g ...X_g, est vu comme un élément de U{(g), I'algébre enveloppante de
g. L'entier s est appelé ordre de D. Tous les éléments de Np(w) ont méme ordre :
c’est le w-degré de v, noté deg,,(v).

THEOREME 0.3.1 ([45]).
- Soit G /P minuscule de type A, B, C ou D. Alors
oo (v) deg,,(0) = 3 1 (0),

ot la somme porte sur tous les diviseurs X,, de X,, contenant e,.
- Soit G = Sp(2n)/P,. Alors

oo (v) degy, (v) = ) pu(v)m(w, w),

ot la somme porte sur tous les diviseurs X, de X, contenant e,, et m(w, u) =
(@n,BY) siu=sgw, B€RT.

Suite aux travaux de Ikeda et Naruse [31] sur la cohomologie T-équivariante
des variétés de Schubert, on connait également une formule combinatoire qui donne
Uw(v) dans certains G/P minuscules ou cominuscules. Elle s’exprime en termes de
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diagrammes de Young excités. La définition de ’excitation d’un diagramme dépend
du type de G.

Type A,. On sait que les variétés de Schubert X, sont indexées par les dia-
grammes de Young D) associés aux partitions A. Etant donné un diagramme de
Young D, et C C D,,, on choisit une case ¢ de C telle que ¢+ (1,0), ¢+ (0,1) et
¢+ (1,1) soient dans D, \ C. On remplace alors dans C la case ¢ par ¢+ (1,1). On
obtient de cette fagon un diagramme C’. Le passage de C' & C' est appelé excitation
élémentaire. Un diagramme D est appelé état excité de D, si 'on peut obtenir D’
en appliquant des excitations élémentaires & Dy. On note alors £,(A) Pensemble de
tous les états excités de D,.

Type C,. A un élément a1 ...a, de WP, Ple groupe parabolique associé au
dernier poids fondamental w, (voir § 2.4), on associe une partition stricte A =
(Ar > ++- > Ap) de la fagon suivante. On considére la partition A = (Ayg,...,A,)
associée au multi-indice a; . . . a,, puis on pose A; = max(A,—i+1,0). On représente
ensuite cette partition par un diagramme de Young décalé SDy : la premiére ligne
du diagramme contient A, cases, la seconde ligne contient Ay cases, mais est décalée
d’un cran vers la droite, puis la troisieme ligne contient A3 cases et est décalée de
deux crans vers la droite, et ainsi de suite. En d’autres termes,

SDy={(f)|1<i<d, i<j<A+i-1}

On peut alors définir une excitation élémentaire de type I de fagon similaire au
type A. Soit SD, le diagramme décalé associé a la permutation stricte u, et C C
SD,,. On choisit une case ¢ de C satisfaisant I'une des deux conditions suivantes :

(1) ¢=(4,7), i < jet c+(1,0), c+(0,1) et c+(1, 1) appartiennent & SD,\C.
(2) c=(i,%) et ¢+ (0,1) et ¢+ (1,1) appartiennent & SD, \ C.

Alors on obtient un diagramme C” en remplacant dans C la case ¢ par ¢ + (1,1).
Le passage de C & C’ est appelé excitation élémentaire de type I

Soient v < w € WF et SD, D 8D, les diagrammes de Young décalés corres-
pondants. Un diagramme D’ est un état excité de type I de SD) si D’ est obtenu
en n’appliquant & SDjy que des excitations élémentaires de type I. On note S,IL(/\)
I’ensemble de tous les états excités de type I de SD,.

Type D, 1. Soit P le parabolique associé au dernier poids fondamental @y, .
A un élément a;...any; de WP (voir § 2.3), on associe une partition stricte
A= (A > -+ > Apy1) de la fagon suivante. On considére la partition A =
(A1,...,Any1) associée au multi-indice a; . . . @nant1, puis on pose A; = max(A; —
i,0). On représente ensuite cette partition par un diagramme de Young décalé SD)
comme pour le type C.

On peut alors définir une excitation élémentaire de type II de la fagon suivante.
Soit SD,, le diagramme décalé associé & une partition stricte . On choisit une case
¢ de C satisfaisant ’'une des deux conditions suivantes :

(1) ¢= (i,7),i < j et ¢+(1,0), c+(0,1) et ¢+(1,1) appartiennent & SD,\C.

(2) ¢= (4,1) et ¢+ (0,1), ¢+ (1,1), ¢ + (1,2), et ¢ + (2,2) appartiennent &
SD,\C.
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Dans le cas (1), on obtient C’' en remplacant dans C la case ¢ par ¢ + (1,1).
Dans le cas (2), on remplace ¢ par ¢ + (2,2). Le passage de C & C’ est appelé
excitation élémentaire de type IIL

Soit v < w € WF et SD, D SD) les diagrammes de Young décalés corres-
pondants. Un diagramme D’ est un état excité de type II de SDj si D’ est obtenu
en n’appliquant & SD, que des excitations élémentaires de type II. On note 5}}(/\)
I’ensemble de tous les états excités de type II de SDj.

THEOREME 0.3.2 ([31]). Soit G un groupe algébrigue simple de type A, (resp.
C., Dyi1), et P=Py, 1 <d <n (resp. P=P,, P = P,11). On considére j < i
dans Iy, (resp. v < w dans WP). La multiplicité de ey (Tesp. ey,) sur Xy (resp.
sur X,,) est notée py(j) (resp. py(v)). Soient u la partition associée 4 j (resp. la
partition stricte associée ¢ v) et A la partition associée & i (resp. la partition stricte
associée d w). Alors pi(3) = §E,(N) (resp. pw(v) = $EL(N), pw(v) = $EN)).

3.4. Multiplicité d’une variété de Schubert dans un G/P quelconque.

THEOREME 0.3.3 ([11]). Soient v < w des représentants mazimaux de leur
classe modulo Wp. Soit I un sous-ensemble de S Nv(Rp). On note Q le sous-
groupe parabolique de G associé d I, et Ry (resp. R} ) le systéme de racines (resp.
positives) associé. On suppose que Xy = Q1 X5, pour un B € SNv(RY \R}). On
pose d = l(w) — l{v). Alors

po)=@-1n I L2

L’hypothése est vérifiée si P est minuscule et si X, est une composante irréductible
de X,,.

4. Théorie des mondémes standard

4.1. Cas des grassmanniennes. La grassmannienne G, peut étre réalisée
comme sous-variété d’un espace projectif via le plongement de Pliicker. La géométrie
de Gy, est alors encodée dans son anneau des coordonnées homogenes k[Gg,,]. Clest
un anneau gradué

k[Gan] = @ k[Ganlm,

et on sait que les k[Gy 5] sont des espaces vectoriels de dimension finie. Hodge est
parvenu & donner une base explicite de ces espaces vectoriels.

DEFINITION 0.4.1. Un mondme py, ... p;,, en les coordonnées de Pliicker est dit
standard si iy > -+« > i,,.

THEOREME 0.4.2 (Hodge, [28]). L’ensemble des mondémes standard py, ... ps
forme une base de k[Ggn).

m

De plus, Hodge ([28]) a prouvé que cette base est compatible avec les variétés
de Schubert : les mondémes standard qui ne s’annulent pas identiquement sur une
variété de Schubert X; forment encore une base de k[X;]. De plus, cette compa-
tibilité est aussi combinatoire, en ce sens qu'un mondéme standard py, ...p;,, ne
s’annule pas identiquement sur Xj si et seulement si i > ij.

Le but de la SMT (Standard Monomial Theory) est de généraliser ce type de
résultats aux variétés de Schubert quelconques, aux variétés de Bott-Samelson, etc.
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4.2. Cas de SL{n)/B. On réalise F¢(n) comme une sous-variété du produit
G1,n X Gapm X+ X Gp_1,5. Solent p : G4 n — P(A%™) le plongement de Pliicker, et
0O(1) le fibré en droites tautologique sur P(A%k™). On note enore O(1) le pull-back
p*(O(1)). On dispose ainsi d’une famille de fibrés en droites sur Fé(n) indexée par
Z"!:pour m =my...Mmu_1, on pose O(m) = O(1)®™ ®@-.. @ O(1)®™n-1. Lles-
pace vectoriel HO(F£(n), O(m)) des sections de O(m) est de dimension finie : il est
engendré par les produits de la forme pi, ... p1,, (M = ) m;) dont les mp—1 pre-
miers facteurs sont des coordonnées de Pliicker dans Gp_1,n, les mp_o suivants dans
Gn_2n, et ainsi de suite. A un tel produit, on associe le tableau de Young dont les
colonnes successives sont i, ..., 1a, et on notera A(m) la partition correspondante.
Par exemple, pour m = 121, le tableau associé & pia4p13pesps € H®(F4(n), O(121))
est

1]2(3]
33

NN

et donc A{121) = (4,3,1).

On dit d’'un tableau de Young qu’il est semi-standard si ses colonnes sont stric-
tement croissantes de haut en bas et ses lignes croissantes au sens large de gauche
& droite (c’est le cas dans ’exemple ci-dessus).

THEOREME 0.4.3 (Hodge, [28]). Les coordonnées de Pliicker indexées par les

tableaux de Young semi-standard associés ¢ la partition A(m) forment une base de
H°(Fe(n), O(m)).

REMARQUE 0.4.4. Contrairement au cas de Gq,, la théorie des mon6mes stan-
dard présentée ci-dessus n’est pas compatible avec les variétés de Schubert. Par
exemple, dans F¢(3), considérons les deux tableaux de Young semi-standard sui-
vants.

1]3] i[2]

T = = ,
1 l‘ 3 T2 i

Bien que les sections pp, = p1aps et pr, = p1aps soient linéairement indépendantes

sur F4(3), elles ne le sont plus sur la variété de Schubert X,, pour w = [312], i.e.

w envoie 1 sur 3, 2 sur 1 et 3 sur 2.

1

On peut le voir sur U'ouvert affine Or = pr £0,00 T = 1 I, dont une

paramétrisation est
(z,y,2) = (F' C F?) € F(3),
oll F! est la droite engendrée par (1,z,y) et F2 le plan engendré par (1,z,y) et
(0,1, 2).
Dans ces coordonnées, on obtient
Py =Y, PT, =22,
qui sont bien linéairement indépendants dans k[z, y, 2. L’idéal de la variété affine
Y.y = Xy N O7 est engendré par y — xz, de sorte que
(pT1)le =Yy=x2= (pTz)le € k[x; v, z]/(y - a;z).

Cette SMT en type A, interviendra dans le chapitre II. Une SMT a été établie
en types classiques A, B, C et D par Lakshmibai et Seshadri [44], puis en type
quelconque par Littelmann [50], sur la base de son modéle des chemins [48, 49].
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5. Désingularisation des variétés de Schubert

Les variétés de Bott-Samelson, initialement introduites pour étudier la topo-
logie des espaces symétriques (voir [6]), désingularisent les variétés de Schubert.
Elles sont définies de la facon suivante. Soit ¢ < n, on dit que g1 B et g2 B sont
i-adjacents, situation notée g1B--gyB si gy P, = g,P™i® ou P™in désigne le
groupe parabolique minimal associé & la i-8me racine simple.

Une galerie de type i = 41 ... ¢, est une suite

goB%g;B%... "B,

On note Zj(goB) l'ensemble de toutes les galeries de type i dont le point de
départ est goB. C’est une sous-variété de (G/B)", appelée variété de Bott-Samelson.

Soit X,, € G/B. On choisit une décomposition réduite w = s;, ...s; , et on
pose i = ¢y ...%,. La variété de Bott-Samelson Z; = Zi(eB) est irréductible et lisse.
Soit pr,. la restriction & Z; de la projection

(goB,01B,...,9.B) € (G/B)" — g.B € G/B.

Le morphisme pr, : Z; — X, est birationnel, ¢.e. Z; est une désingularisation de
Xy

Etant donné m = my...m, € Z7, on lui associe un fibré en droites Lim
sur Z; en restreignant le fibré L., ® +++ ® Lm,w,, . Ce fibré est trés ample si
et seulement si pour tout j, m; > 0 ([47]). Lakshmibai, Littelmann et Magyar
ont donné dans [41] une base de H°(Z;, Ly m) indexée par des tableaux satisfaisant
certaines conditions combinatoires. Lakshmibai et Magyar ([42]) ont précédemment
donné une telle base de H°(Zi, Lim) lorsque G/B est Ff(n). Les tableaux qui
indexent cette base sont appelés tableaux standard, et sont définis & l'aide d'une
suite de sous-mots de i, appelée relévement.

6. Variétés de Richardson

Soit B~ le sous-groupe de Borel opposé & B, i.e. 'unique sous-groupe de Borel
tel que BN B~ = T. Une cellule de Schubert opposée C* (v € WF) de G/P est
la B~ -orbite du point T-fixe e,. La variété de Schubert opposée XV est I’adhérence
de C". Soit wo 1'élément le plus long dans WP. On déduit les propriétés d’une
variété de Schubert opposée XV & partir de celles des variétés de Schubert directes
en remarquant que X° = woXy,y. En particulier,

THEOREME 0.6.1.
(1) X¥ C XV <= w2>w.

@) xv=]]cv.

w2y

(8) codimg;p X° = l(v).

DEFINITION 0.6.2. L’intersection d’une variété de Schubert directe X, et d*une
variété de Schubert opposée X" est appelée variété de Richardson, et est notée X2.
De méme, l'intersection d’une cellule de Schubert directe C,, et d’une cellule de
Schubert opposée C" est appelée cellule de Richardson, et est notée CU,.
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Par exemple, on a Xg = X, (e est la classe modulo Wp du neutre de W) et
X = X". On résume dans le théoréme ci-dessous quelques propriétés des variétés
de Richardson.

THEOREME 0.6.3 (Richardson, [54]).

(1) X3 #0 <= v<w.

(2) XY est irréductible.

(3) C¥ est isomorphe & un produit de copies de k et de k*.

4) xu= J[ cz.

v<z<y<w

(5) X, =Cy.

(6) dim(X?) = Yw) — I(v), ou de fagon équivalente, lintersection de X,, et
X" est propre.

(7) En tout point m de C¥, on a T (X?) = T Xw) N T (X7}, ie. Vinter-
section de X, et XV est générigement transverse.

Il existe une théorie des mondémes standard pour les variétés de Richardson
dans G/P, P un sous-groupe parabolique quelconque ({40]). De nouveau, cette
base utilise les chemins LS.

On peut facilement décrire le lieu singulier d'une variété de Richardson X7, =
XwNX? C G/P (voir par exemple [2]) :

Sing(X3) = (Sing(Xw) N X*) U (Xw N Sing(X")).

Comme pour les variétés de Schubert, il existe plusieurs formules donnant la
multiplicité d'un point T-fixe sur une variété de Richardson lorsque G/P est mi-
nuscule. Mais contrairement au cas des variétés de Schubert, la connaissance de la
multiplicité d’un point T-fixe ne suffit plus & déterminer la multiplicité en un point
quelconque, les variétés de Richardson étant seulement T-stables.

Soit ex un point T-fixe sur la variété de Richardson Xij C Ggpn. On note u{
(resp. i, ) sa multiplicité sur Xi' (resp. sur Xj, XJ). Kreiman et Lakshmibai [38]
ont donné la formule récursive ci-dessous.

i (degyi+degyei)= > wh+ > i,

vesl, jea

ai_t_k = {i/ €lyn l i>i'>ket dimX;y =dim X; — 1}
O ={¥ €Ian}i<¥ <ket dimX) = dim X} -1},

A partir de cette formule, Kreiman et Lakshmibai établissent que u{ = .
En particulier, on a la formule déterminantale suivante.

() e )\ [0 )
) e (5 ") e (D
I_[g = (—l)cdet . ! . ¢ . ¢ . y

(d—il—s;) (d—i’{—sa) (Zii:i:) (Zt}:ii)
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si=H#{t| ke >4},
ro=§{t 1 ke <gi},
c=81+ - +8g+r1+ - +ra

Dans {37], ce méme résultat est obtenu en utilisant des méthodes différentes, qui
permettent de donner une formule en termes de familles de chemins ne s’intersectant
pas, généralisant ainsi la formule de Krattenthaler (voir § 3.1). La construction est la
suivante. Les chemins seront tracés dans le rectangle k xk, ok = {k < n | k ¢ k}.
On distingue deux sous-ensembles de k x k : sa partie négative (k x k)™, qui est
I'ensemble des couples (e, f) € k x k tels que e < f, et sa partie positive (k x k)*,
qui est ’ensemble des couples (e, f) € k x k tels que e > f.

On note a = j\k et b = k\ j. On ordonne les éléments de a de fagon croissante :
ay < +++ < a,, et on ordonne ceux de b de la fagon suivante. Soit b, le plus petit
élement de b tel que b, > a,, puis b._; le plus petit élément de b \ {b,} tel que
br—1 > ar—1, et ainsi de suite. On pose alors A, = (ay, b;) pour tout { < .

De méme on pose ¢ = i\ k et d = k \ 1. On ordonne les éléments de ¢ de fagon
croissante : ¢; < --- < ¢, et on ordonne ceux de d de la fagon suivante. Soit d; le
plus grand élément de d tel que d; < c1, puis ds le plus grand élément de d \ {d;}
qui soit plus petit que ¢, et ainsi de suite. On pose alors By, = (e, di) pour tout
k<s.

Pour chaque point A;, soit | 4;] (resp. [A;]) le point de (k x k)~ qui est le plus
a gauche sur le segment horizontal passant par A; (resp. le point qui est le plus bas
sur le segment vertical passant par A;). De fagon similaire, pour tout point By, on
note | Bx| (resp. [Bx]) le point de (k x k)T qui est le plus & droite sur le segment
horizontal passant par By, (resp. le point le plus haut sur le segment vertical passant
par By).

Par exemple, pour j = 1235, i = 3689 et k = 1568 dans 4,

2e, . LA 2
3 3
4 4 -
7 7 .
9 9« . + o

Dans les diagrammes ci-dessus, la ligne brisée sépare (k x k)™ et (k x k)*. On
a représenté dans le diagramme de droite |A;] et [A:] par un e, et [Az2] et [As]
par un o. (Et de méme avec By, Bs).

La multiplicité de ex dans X;’ est alors le nombre de familles de chemins ne
s'intersectant pas et connectant deux points de méme type, i.e. connectant | A;| &
[Al] et | Bi] & [By] pour tout [, k. Dans 'exemple ci-dessus, il y a 6 possibilités :
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1 5 6 8 i 5 6 8 1
2 2 2
3l 3 3
4 - (-3_1 4 4 -
T . . 7 7 .
9 - L—a 9 9 .
1 5 6 8 1 5 6 8 1 5 6 8
2 2 2
3l S 3] 3

Sesm—]

Comme on peut le voir sur cet exemple, la multiplicité se présente sous la forme
d’un produit, puisque les chemins tracés dans (k x k)~ ne peuvent rencontrer ceux
qui se trouvent dans (k x k)*. Or, les points | 4;| et [4;] ne dépendent que de j et
k. Ainsi, si on applique la méme méthode pour le calcul de ydl ,, on aura les mémes
points | A;] et [A;], seuls les points dans (k x k)* changent. On les note | B}, | et
B;]. On peut vérifier que ces derniers sont disposés de sorte qu’il n’y qu’une seule
famille de chemins connectant | B, | & [ By ] pour tout k. Par conséquent, le nombre
de familles de chemins connectant |A;] & [4;] (I =1,...,r) est égal & ,ujl_._d = .
De méme, le nombre de familles de chemins connectant [Bx| & [Bi] (k=1,...,8)
est égal & 91" Dot pd = py .

L'égalité ug = uud peut étre généralisée au cas ol G/P est minuscule.

THEOREME 0.6.4 ([38]). Soient P un sous-groupe paraboliqgue minuscule de G,
et v < 7 < w dans WF. On note py, (resp. p¥, pt,) la multiplicité du point T-fize
er sur Xy (resp. sur X?, sur X7 ). Alors

(1) Moy = o 47

La preuve de ce théoréme repose sur le fait que si P est minuscule, lorsque
I’on se place sur I'unique ouvert T-stable O, contenant e, alors Yy, = X, N O, et
Y¥ = X¥ N O, sont des cones de sommet e, de sorte que y,, s'interprete comme
degré du cone Y, N Y?. On conclut alors avec le théoréme de Bézout (voir (38],
Remark 7.6.6). Le fait que Y,, et Y soient des cones de sommet e, est encore vrai
si P est cominuscule.

7. Résultats de la thése

Dans le chapitre I, on établit le théoréme suivant.
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THEOREME 0.7.1. On suppose que k = C. Soit m € X un point quelcongue,
et ty (resp. 1Y, py,) la multiplicité de m sur X, (resp. X¥, X2 ). On suppose que
P est cominuscule. Alors la formule (1) est encore vraie.

Ce résultat permet bien de calculer la multiplicité sur X7, puisque I’on connait
les multiplicités sur X,, et sur X" : en type A, C, D, E, on peut appliquer les
résultats du paragraphe 3.3. Le type B est élémentaire, et couvert dans ’annexe du
chapitre L.

Pour prouver ce théoréme, on se place de nouveau sur ouvert O, (voir la
discussion qui suit le théoréme 0.6.4), ot 7 € WP est tel que m € C. Dans le cas
ol P est cominuscule, la variété Y,, = X,,NO; est toujours un coéne affine de sommet
m, mais ce n’est pas nécessairement le cas pour Y. On ne peut donc plus utiliser
directement le théoréme de Bézout. Par contre, on peut utiliser une formule (voir
[53], Theorem 5.11) basée sur une projection centrale, qui relie la multiplicité d’un
point sur une variété projective et les degrés de certaines variétés projectives. (Cette
formule n’est valable qu’en caractéristique nulle, d’oui ’hypothése k = C dans le
théordme 0.7.1.) Plus précisément, étant donnés une variété projective X c PV
et un point m de X, on note p,, la projection de centre m sur un hyperplan ne
contenant pas m. Alors la multiplicité mult x (m) de m sur X est donnée par la
formule

deg X —multx (m) = {deg(pm)l x deg(pmX) si X n’est pas un coéne de sommet m,

0 si X est un cbne de sommet m,

oii deg X désigne le degré de X, deg(pm)|x est le degré de P’application rationnelle
Pm restreint & X, et p, X est Padhérence (pour la topologie de Zariski) de p, (X \
{m}). Par définition, si X est un céne de sommet m, deg(pm)|x = 0. Ainsi, cette
formule généralise le raisonnement mené pour prouver le théoréme 0.6.4.

On identifie @, & un espace affine AY, et on applique la formule ci-dessus &
Padhérence projective de X2 N O, C AY ¢ PV, De plus, si P est cominuscule,
on peut relier p,, 4 une C-action sur G/P, laquelle permet de prouver toutes les
propriétés dont on a besoin pour py,.

Dans le chapitre II, on se place de nouveau en caractéristique quelconque, et
on étudie une désingularisation d'une variété de Richardson X} C F{¢(n). Plus pré-
cisément, soit w = s;, ... s;, une décomposition réduite, Z = Z;,, ;. (Fean) —» Xy la
désingularisation de Bott-Samelson associée, et deméme Z' = Z; ;. iz, (Fopcan) —
X" pour une décomposition réduite wov = 8;,.8i,_, ... Sizy ;> OU Fopcan €st le point
T-fixe e, Alors le produit fibré Z X py(n) Z " a été considéré comme une désingu-
larisation de X7 dans [9], mais ici, il sera plus pratique de le réaliser comme la
fibre T'y (i = ¢1...94%d+1.--%r) de la projection Z; = Z;j(Fian) — FE(n) au-dessus
de F, op can-

Le résultat principal de ce chapitre montre que si Li n, est trés ample, alors la
théorie des mondmes standard de Lakshmibai-Magyar sur Z; est compatible avec
I;.

THEOREM 0.7.2. On suppose que m est régulier, i.e. pour tout j, m; > 0. Les
mondmes standard pr tels que (pr)|r, # 0 forment encore une base de HO(Ty, Ly m)-
En outre, (pr)|r, # 0 si et seulement si T admet un relévement Jig D +++ D Jppm,
tel que chaque sous-mot Jy., contient une erpression réduite de wg.
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On prouve ce théoréme en trois étapes :

(1) On dit que T (ou pr) est wg-standard si la condition ci-dessus sur (Jim)
est vérifiée. On prouve par récurrence sur M = E;=1 m; que les mondmes
wo-standard pr sont linéairement indépendants sur Iy, (Ici ’hypothése de
régularité sur m n’est pas nécessaire.)

(2) Dans le cas régulier, on prouve qu'un mondéme standard pr ne s’annule
pas identiquement sur T si et seulement §’il est wo-standard, en utilisant
certaines propriétés combinatoires du produit de Demazure (voir Defini-
tion I1.4.2). Il s’ensuit que les mondmes wy-standard forment une base de
Panneau des coordonnées homogenes de I's (quand on plonge I'y dans un
espace projectif via le fibré en droites trés ample Lim).

(3) On utilise des techniques cohomologiques pour prouver que I'application
de restriction

H(Zy, Liym) = H°(Ty, Li,m)

est surjective. Plus précisément, on définit une famille (Y*) de sous-
variétés de Z; indexée par Sy, satisfaisant Y} = Z; et Y[ = I;. On
construit une suite de S;,, e = g < w1 < -+ < uy = wy, telle que
pour tout t, ¥;{**" soit définie dans ¥{* par I'annulation d’une seule co-
ordonnée de Pliicker py, de telle sorte que 1’on puisse prouver que chaque
restriction H®(Y{*¢, Lim) — HO(¥;***', Lim) est surjective en utilisant
des théordmes d’annulation (Corollary I1.5.7 et Theorem I1.5.23). Ceci
prouve que les mondmes wo-standard engendrent HO(Ts, Li m).

D’autres bases pour les variétés de Bott-Samelson ont été construites dans [61],
et les produits fibrés Z X pg(,) Z’ ont été étudiés avec ce point de vue dans {18].






CHAPTER 1

Multiplicity on a Richardson variety in a
cominuscule G/P

Notations are as in the Introduction , but we assume here that G is adjoint.

Assumption. For the rest of the chapter, the parabolic subgroup P is assumed
to be cominuscule, and k = C.

1. Local coordinates

Recall that Up is the root subgroup associated with 3.

Let m € X?. Then m lies in a Schubert cell C; for some 7 € WZ. Let
ur= J] Us
per(R+\RE)

and O; = U .e;, where e; = 7P. We identify U_g with C via an isomorphism

8_p : C — U_g satisfying
-1 i
t0_g{z)t™ =6_g (ﬂ(t) x)

for all t € T and all z € C. Let N be the cardinality of R* \ R}. We identify O,
with the affine space A" via the isomorphism

AY 0O,

(@) (@-p)per(rr\rE) I l 0-p(z-p)-er.
\RE)
Ber(R+\RY)

(In particular, N is the dimension of G/P.)

LEMMA L1.1. Let 8 € R, and 7 € WP. Then U fizes e, if and only if
~B ¢ T(R* \ Rf).
Proof. Let B € R, and 7 € WF, Then
User=er <= 17U 7P =P
& U;-gCP
< 718 Rt or —77'8€ R},
s B¢ (B or —Ber(RE)
< -B¢r(RT\R}).O

31
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LEMMA 1.1.2. The Schubert cell C, is the affine subspace of O, defined by the
vanishing of the coordinates z_g with 3 € R*.

Proof. Since B is the semi-direct product of T and the unipotent subgroup U,

we have C; = U.e;. Moreover, for any ordering of positive roots {£1,...,0p},
P
U=]][Us.
i=1

We choose an ordering such that the positive roots 3 with —3 ¢ T(R* \ R}) appear
at the end. Then, by the preceding lemma, we have:

C,= || Upeco.O
ger(RY\RL)
B<0

The following lemma will be useful for the next section.

LEMMA 1.1.3. For all 8,7 € 7(R* \ R}) and for all z,y € C, the elements
0p(x) and 0,(y) commute.

Proof. We use the following expansion for the commutator (cf. [58], proposition
8.2.3):

0s()0,(1)0s(z) 10, () " = [[ Oissinlcamis & o),

iB+jvER
2,j>0

where c¢g,,; ; are some constants in C. Since the commutator must lie in U7, it
suffices to prove that the roots of the form i3+ jv do not lie in 7(R* \R;Z). Now, P
is the parabolic subgroup associated with the simple root a. Since a is cominuscule,
a positive root ¢ lies in R* \ R} if and only if & occurs with coefficient 1 in the
expression of §. Clearly, a occurs with a coefficient i + j in 772(38 + jv). O

REMARK 1.1.4. Identifying O, with U, it follows from Lemma 1.1.3 that
the isomorphism of algebraic varieties (2) AN — O, is also an isomorphism of
unipotent groups.

ExAMPLE I.1.5. Let G = SL,(C). It is a group of type A,_,. The torus T is
the group of diagonal matrices of determinant 1, and the Borel subgroup B is the
group of upper triangular matrices of determinant 1. The roots are denoted o j,
where

131
j:T—-C": 2 ) v—»-t—i.
. t;
tn
The positive roots are the a, ; with i < j, and the simple roots are the a; = &, ;41
((i =1,...,n—1). Let w = wq be the fundamental weight associated with the

simple root ag. The corresponding parabolic subgroup P is

r={(x=)}

The group G acts transitively on the Grassmannian G4, of d-spaces in C", and P is
the isotropy subgroup of the vector space generated by ey, ..., eq, where (e1,...,e5)
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is the canonical basis of C*. The Weyl group W of this root system is S,,, and Wp
is isomorphic to Sg x S,,_4, s0

WP =In={i=d1...0q | 1 <4 <ig < --- <ig < n}.
The Lie algebra g of G is the space of traceless matrices. Let t be the Lie algebra
of the torus T'. We have the weight decomposition of g:
g=to® @ CE;;
i#j

where E; ; is the elementary matrix with a 1 on the row ¢ and column j, and zero
elsewhere. Thus, the root subgroups are given by

an ={I, + zE; ; | z € C}
and the isomorphism 6,, , is just © exp(zE,,). Moreover,

R*\ R ={oy; |i<d <j},

so in this case, Lemma 1.1.3 becomes an elementary matrix computation.

Returning to the general case, we denote by (m_g|3 € T7(R* \ R})) the coor-

dinates of m, that is,
m= ] 6-s(m_p)er
Ber(R+\R})
NoTATIONS I.1.6. We set:
Yo=XuN0O;, Y'=X"0N0,, Y)=X;00,.

These sets are affine varieties, i.e. Zariski-closed in O, = AY,

We now investigate if these affine varieties are cones over m.

ProrosITION 1.1.7. The varieties Yy, YV and Y,) are cones over e,.

Proof. Let wY : C* — T be the fundamental coweight associated to P. Since
@ is minuscule, the pairing (wV,v) is equal to 1 if v € R \ R} (and to 0 if
v € R}). Now multiplication in AN by a scalar ¢ is then given by conjugation in
Us by 7(@wV)(€)~* € T: indeed, for 8 = 7(v) with v € R* \ R}, and for z € C,
we have
3) T(@")(©)0-p(x)7(@")(€) = 0-p(E "= )2) = 0_5(67 M 2) = 6_5(E2).

Let z € Y,, (resp. x € Y), and (z_g) be its coordinates. Then the point that
has coordinates (£x-g) is t.z, where t = 7(w")(€) € T. Therefore, this point lies

in X, N O, (resp. in X NO,), since X,, (resp. X") is T-stable. It follows that
Yw, Y?, and therefore Y7 are cones over e,. [

v

PROPOSITION 1.1.8. The variety Y, is a cone over m.

Proof. Consider the translation that maps e, to m. It is given in coordinates
by (z_g) — (z—g + m_g). But if z has coordinates (x_g), then, by Remark I.1.4
the point of coordinates (x_g+m._p) corresponds to b.x, where b = [];0-g(m_g).
Since m_g = 0 for all B > 0, we have b € B according to Lemma 1.1.2. Now b
leaves Yy, invariant and maps e; to m. [J
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However, the opposite Schubert variety Y¥ need not be a cone over m.

ExAMPLE 1.1.9. We take the same notations as in Example 1.1.5. In partic-
ular, using the identification W% = 14, we denote a Schubert variety in Gg,
by Xi,..i,, and similarly for opposite Schubert and Richardson varieties. In the

Grassmannian G3 7, consider the Richardson variety X325.

The coordinates on the

open set O5¢ are parametrized by the set {12, 15, 16,32, 35, 36,42, 45, 46, 72, 75, 76}

where ij stands for the root o; ;. More precisely, we have:

A12 — 0256

1 0

T32 T3z 36

(w12, 215, ..., T76) T2 Tas  Tae
0 1

0 0

Z12 15 T1e

Tr2 T7s T7e |

Here, a matrix between brackets actually stands for the 3-space in C” generated

by its columns. The equations of X356 are:

Tre = x5 = %76 =0
Tag =0

The equations of X% are:
15236 — L35C16 = 0
*15%46 — Ta5T16 = 0
T35%46 — Tasx3e = 0

Let ) )
1 0 1
10 0
00 -1
m=]0 0 0 |eXi®
01 0
0 0 1
| 0 0 0 |
We set:
Y16 = T16 — 1
Yse = T3s + 1
yij = IL‘,'J' if ’LJ ¢ {16, 36}

The equations in these new coordinates are:

Yyr2 =yrs = Y6 =0
ys2 =0

for X356 and
y15(ys6 — 1) —yas(y1e +1) =0

Y15Ya6 — Yas(Y1e +1) =0
YasYa6 — Yas(yae — 1) =0

for X125, While the equations for X3sq remain homogeneous, those for X2 do

not.
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If Y* is indeed a cone over m, then we have the following result. The proof is
taken from {38}, Remark 7.6.6.

PROPOSITION 1.1.10. Assume YV is a cone over m. Let u,, (resp. p¥, p%) be
the multiplicity of m on Xy (resp. XV, X% ). Then
(4) Moy = pow 1.

Proof. In this case, Y;? = Y,,NY" is a cone (over m) as well, so we may consider
the projective varieties P(Y,,), P(Y") and P(Y}?), consisting of lines through m.
Then p,, (resp. p¥, p%) is just the degree of P(Y,,) (resp. P(Y?), P(Y}))). We

conclude with Bézout’s theorem since P(Y,,) and P(Y") intersect transversely (cf.
(54], Corollary 1.5). O

AssuMPTION 1.1,11. For the rest of the chapter, we assume that Y is not a
cone over m.

It is not clear however whether Y.} is a cone or not. This problem will be solved
in Section 4.

2. Central projection and proof of Theorem 0.7.1

We shall compute the multiplicity of a point m € Y,) by relating it to degrees
of projections, which requires us to work in a projective setting. More precisely,
embed AY into P¥ via

vi AN o PV ={[¢:z_p]}
(@-p) + [1:z_4]
and consider the projective closures

2o =0V, Z°=0¥V), Z° =¥
We also identify PV—1 with the hyperplane at infinity £ = 0 and consider the
central projection pn, : PV — P¥-1 sending any point 2 # m to the intersection
of the line (mx) with PN~1. If X ¢ PV is any projective variety and m € X, then
we have the following formula (cf. [63], Theorem 5.11):

deg(pm)ix deg(pmX) if X is not a cone aver m,

5) degX —mult,, X =
(5) deg muity, {0 if X is a cone over m,

where deg X is the degree of X, deg(pm)|x is the degree of the rational map pm
restricted to X, and p,, X denotes the Zariski closure of p, (X \ {m}).

ProposITION 1.2.1.
(a) deg ZY = deg Z,, deg Z°.
(b) Z% is not a cone over m.
(c) deg(pm)|zs = deg(Pm)|z»-
(d) deg(pmZy,) = deg Z,, deg(pmZ”).
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We defer the proof to Section 4.

Proof of Theorem 0.7.1. Using (5) and Proposition 1.2.1, we obtain

My = deg Zy, — deg(pm)|zy deg(pmZy,)
= deg Z,, deg Z” — deg(pm) |z deg Z,, deg(pm 2”)
= deg Zy [deg Z° — deg(pm))z» deg(pmZ”)]
= oy . O

REMARK 1.2.2. In particular, this result enables us to find the singular locus
of X7 in terms of those of X, and XV: the point m is smooth on X7, if and only
if po =1 if and only if g, = p® =1, that is, if and only if m is smooth on both
X and XV, Note that this may also be seen more directly, using the fact that X,
and X" intersect properly and transversely at any point at which u,, = u® =1 (cf.
[54] Corollary 1.5, or [2] Corollary 2.9).

3. C-action on G/P

In this section, we introduce the main tool that will permit us to prove Propo-
sition 1.2.1 in the next section. Let e,,m € O, be as before: we shall construct an
action of (the additive group) C on G/P for which e, and m are in the same orbit.

Consider first the map

p*: C* — B
€ = g =T(@")€) M (w")(¢),
where b € B N U_ is the element defined in the proof of Proposition 1.1.8. The

computation (3) shows that this map extends to a group homomorphism ¢ : C — B,
The natural B-action on G/P thus induces a C-action:

®: CxG/P — GJP
(5737) = P

Moreover, O, is invariant under this action (again by (3)). Actually, C acts on
O, = AN by translations: indeed, we get the following commutative diagram

Cx AV -2 AV (&) 2> (z_p — Em_p)
]
(6) £ | Per fI Ipe,
Y Y

PN - o = ph-1 [£: ;p"ﬁ] o [0: T_p— fm_ﬂ]

Let us now restrict to Y,J: since it is a cone over er, a point [£ : ] lies in Z?
if and only if x € Y;!. It follows that f(C x Y2} = Z2. Thus, the commutative
diagram (6) restricts to

C x Y2\ {(,¢m_p)| £ € C} 2> &(C x Y2) \ {er}

(7) fi l

Zy \ {m} = pN-1
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REMARK 1.3.1. Since (6) is a fibre product diagram, any fibre ®~1(\y) (for
A # 0 and [y] € PY~1) is mapped isomorphically via f to the fibre p;}([y]). Since
we have the equalities f(C X Y,) = Z,, f(CxY?) =2, f(CxY}) = 2Z? and
CxYy=7""2u), CxY"=f"1(2"), CxYY = f~}(Zy), the fibres of ®|cxy,,
Bcxyr, @jcxy; over a point Ay are isomorphic to the fibres of poyz,, s Pm|zv, Pm| 2y,
over the point [y].

In the next section, this remark will allow us to relate the degree of pm in
diagram (7) to that of ®.

4. Proof of Proposition 1.2.1

Proof of (a). Since Y,,, Y, and Y? are (affine) cones over e, it is clear that
Z) = Zy, N Z". In addition, this intersection is proper and generically transverse
({54], Corollary 1.5), hence deg Z?, = deg Z,, deg Z¥ by Bézout’s theorem.

NoTATIONS 1.4.1. We denote by F the closure in A" of ®(C x YY), and by
dy, the degree of py, : Z2 \ {m} — pmZY, whenever it makes sense (i.e. when Z7, is
not a cone). We define F,, F¥,d” in a similar way.

PROPOSITION 1.4.2. When defined, the degree dZ, is equal to the degree of ® :
CxYy—Fp.

Proof. This follows from Remark 1.3.1. O

LEMMA 1.4.3. The following properties are equivalent:
e Z7 is a cone over m,
o FL=Y],
e cvery fibre of @ : C x YY) — F has dimension 1.
In particular, they are true for v=-e, hence F, = Y,, = ®(C x Y,,).

Proof. By Remark 1.3.1, we see that the dimension of a generic fibre of &
equals the dimension of a generic fibre of p,,. Now Z2 is a cone over m if and
only if every fibre of p,, has dimension 1, if and only if dim F} = dimY;}. But
Yy =®(0x YY) C FY and the varieties Y and F, are irreducible, so Z7, is a cone
over m if and only if F, =Y. O

Proof of (b} and (c). By Proposition 1.4.2, it suffices to compare the degree
d” of ®* : Cx Y¥ — F" with the degree d?, of ®%, : C x Y, — FY. First, the fibre
of a point x € G/P for & is

&~ (z) = {(¢, ®(-¢,2)) | £ € C).
In particular, a point lies in Im(®%) {(resp. in Im(®%)) if and only if its C-orbit
meets Y (resp. Y,¥). There exists an open set 2% of F in which the fibre of every
point y consists of d” points. Then d” is just the number of points in the C-orbit
of y that belong to Y. Now set y = (y—g)ger(r+\ RY) and let

e= JI 0-sy-p) = JI 0-s(-9-0)
Ber(RT\R}) Ber(RT\R})
g<0 B8>0

so we have c.e; = ¢~.y =: z. Since ¢ € B, ¢ € C; CY,. Now ¢~ commutes with
¢ for all £ € C, hence every point in ¢~ (02°) has a C-orbit which meets Y in
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exactly d” points. In particular, F;}, # Y,», since otherwise every fibre of ®7, would
have dimension 1 (by Lemma 1.4.3), which is not the case for the fibre of . This
already shows (b), so it makes sense to talk about the degree d?, of ®Y,. Thus, let
2% be an open set of FY such that for every point z in Q,, the fibre of z consists
of d¥, points. Since z € ¢~ (2¥), ¢~ (Q¥) N FY and Y, are non-empty open sets of
the irreducible variety F.2, so they must meet. Taking z in this intersection, we see
that d?, = d¥, which shows (c). O

PROPOSITION 1.4.4. The intersection F,, N F is proper and transverse on an
open set of Fy,.

Proof. The transversality of the intersection Fy, N F* on a generic point in F,
follows from the transversality of the intersection of a direct Schubert variety and
an opposite Schubert variety. More precisely, let (F,)sm be the open set of smooth
points of F,,. Taking a point smooth on Y2 shows that Qy = (Fy)sm N FY is a
non-empty open set of F. Let (F?)sm be the open set of smooth points of F?.
Again, ¥ = (F¥)sn N FY # 0. Indeed, take a smooth point T of F¥ belonging
to ®(C x Y?). We have seen in the previous proof that from z we can construct
an isomorphism ¢~ of F¥ mapping x to a point of FY, which thus remains smooth
on F’. The two non-empty open subsets {2, and 0" of the irreducible variety F%
have a non-empty intersection Q2%,. Now O2 = ®~1(Q%) N (P! x Y¥)sm # 0 since
P! x Y? is irreducible. We claim that ® : Of — QY is dominant. Indeed, we
must show that every open subset U of Q% meets ®(0%,). Since U is open in F2,
Un&(C xY?2) # 0. So it makes sense to talk about ®~1(U), which is an open
set of C x Y2. Thus, 2~1(U) N 0%, # 0, which implies U N ®(0%) # §. Since
¢ : 0y — 1 is dominant, we know that ®(Op,) contains a non-empty open set
of 2% . Let us summarize the properties of {2: it is a non-empty open subset of FY,
whose every point y is smooth in both Fy, and F?, and y = ®(p) with p smooth in
C x Yy, so p is smooth in both C x Y, and C x Y.

Let y = ®(p) € Q be such a point. We view the map ® : C x AN — AN .
(¢,z) — p_¢.x as amap & : CV*+1 — CV. 1t is linear and surjective. Thus,

CVN > Ty(Fu) + Ty(F¥) D d®p(Tp(C X Yy,)) + d®,(T,(C x Y?))
D d®,(C @ (TpYe + T,Y"))
> de,(C e CV)
>CV.
This transversality result proves that the intersection is proper: indeed, on one
hand, dim(F,, N F?) > dim(F,,) + dim(F¥) — N, but on the other hand,
dim(Fy, N F?) < dim(Ty(Fp N F)) < dim(T, Fyy N T, F?)
< dim(Ty Fy) + dim(Ty F°) — dim(Ty F, + T, F")
< dim(F,) +dim(F¥) - N.O

PROPOSITION 1.4.5. We have the equality F,, = F, N F¥. In particular, the
intersection F,, N F* is generically transverse.
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This result will be proved in the next section.

Proof of (d). Sincey = ®(¢£,z) implies zy = &(2¢, zz) for all z € C, B(CxYY)
is a cone over e., and so Is its closure FY. But by the commutative diagram (7),

Pe, (Fy \{er}) Cpe, (B(C x Y2)\ {er}) = pmZy,

Comparing dimensions, we see that pe FY = 0,22, i.e. pnZ2, is the projective
variety at infinity of the cone F%. In particular, deg(p.,Z2) = deg(F?2), and simi-
larly deg(pmZ,) = deg(F,) and deg(pmZ?) = deg(F”). Equality (d) now follows
from Proposition 1.4.4 and Bézout’s theorem, noting that deg(pm Z,) = deg(Z,,). O

5. Proof of Proposition 1.4.5

Since $(Cx YY) C B(CxY,,)NE(CxY"?), we obtain FY C F,nF?. Moreover,
the first inclusion is an equality: indeed, if z = ®(¢£,2) € Y, with £ € C,z € Y,
then z = ®(—£,2) € Y,, since P(C x Y,,) = Yy, 50 2 = (£, z) € B(C x Y2).

However, the inclusion F\,NFY C FY requires some work. Let U = {({,z, B(£, z))|€ €
C,z € G/P} and I' be its closure in P1 x G/P x G/P (so I is the graph of ® viewed
as a rational map). We have a commutative diagram:

1‘\ (ﬁ,T,y\
P! xG/P—->G/P (€ x) —>9(¢, 2)

The morphism 7m; X m3 : I' — P! x G/P is surjective, and restricts to an
isomorphism between & and C x G/P. In particular, I' is an irreducible projective
variety of dimension N + 1.

Likewise, let Uy, = {(¢ z,9(§,2))|¢ € C,xz € X,} and T, be its closure,
and similarly for #°, U2, T%, T%,. Then n3(Ty) = m3(Uy) = m3(Uy) in G/P, so
m3{Ty) MO is the closure of m3(Uy,) N O, = P(C xY,,) in O,. Proceeding similarly
with I'Y and I'},, we obtain

m3Tw) N Op = Fy, m*)NO, =F?, m3(T%)N0O, = F.

We now need to study the ns-fibre of a point in Fy,. Actually, if y is in Yy,
then its fibre lies entirely in T'y. Indeed, U; naturally acts on G/P and on I
via g.(¢,z,y) = (€,9.z,9.y) (since U~ is Abelian), and the morphism 73 is U;-
equivariant. It follows that whenever two points in G/P belong to the same U -
orbit, their fibres are isomorphic. Now since 73 : I' — G/P is dominant, there is
an open set in G/ P in which every point has a fibre of pure dimension 1. Since O;
is open in G/P, it meets this open set, and since O, is a U -orbit in G/P, y itself
has a fibre of pure dimension 1.

Now fix an irreducible component C of 73 *(y). Then

(7['1 X 71'2(0)) N(Cx G/P) C <I>_1(y).

If CnU # O, then the left hand side of this inclusion is non-empty and of di-
mension 1. Since $!(y) is isomorphic to the C-orbit of y, it is itself irreducible
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of dimension {at most) 1, hence the inclusion becomes an equality. Taking clo-
sures, we then obtain C = {(§, z, y)|(§,z) € ®1(y)}; in particular, C is the unique
irreducible component of 73! (y) that intersects 2. Note also that C' C T',.

Now let C’ be an irreducible component of 3 (y) different from C, so that
C’ c {oo} x G/P x {y}. Let T, C T be the subvariety 7 '(cc). We have a
U7 -equivariant morphism 7 : T'oe — G/P : (00, 2,y) — ¥, so C’ is an irreducible
subvariety of the fibre 7~ 1(y). Since I's, G T, its dimension is at most N. Because
of the equivariance of w, we see that O, is in the image of m, so 7 is surjective.
Decomposing I's, into irreducible components I'oo = C; U --- U C,, we obtain
G/P = n(C1)U---Un(C;), so that for some i, 7 : C; — G/P is onto. Renumbering
the C;, we may assume that for some t > 1, C4, ..., C; are mapped surjectively to
G/P, and Cit1,...,Cr are not. For ¢ < ¢, there is an open set U; of G/P such
that each element on U; has a finite fibre in C;. For i > t, let U; be the open
set G/P \ n(C;). Taking the intersection U = ), Ui, we obtain a non-empty
open set of G/P satisfying the following property: for each z € U, the fibre of
z in T's consists of a finite number of points. Again, U meets the open orbit
©,, so this property is true for every point in O, in particular for y. So C’ is
included in the finite fibre 7~!(y): a contradiction. Therefore, C’ cannot exist, i.e.
73 (y) = C c T, is irreducible, and not contained in {co} x G/P x G/P.

Assume now that F # F,,NF". By Proposition 1.4.4, F}, and F,,NF? have the
same dimension, thus Fi, N F" is not irreducible. Let F be an irreducible component
of the intersection F,, N F¥ different from F,. Let y € F, and assume that y ¢ F?.
Then y ¢ m3(U?), so w3 {y} C TV \U" C {0} x G/P x G/P. But y € F,, and we
have seen that in this case 73 (y) is never contained in {c0} x G/P x G/P. This
gives a contradiction. [J

Appendix: Singularities of Schubert varieties in SO(2n + 1)/P,

In this Appendix, we shall determine the singular locus of Schubert varieties
in G/P, where G is of type By, and P is cominuscule. So let V = C?*+1 together
with a non-degenerate symmetric bilinear form (.,.) given in the canonical basis
(e1,.-.,eant1) by the anti-diagonal matrix E with 1’s all along the anti-diagonal.
The expression of the quadratic form Q associated with (.,.) is

n
Q(-'L'lv cee ,-'L'2n+1) = -T%+1 +2 Z ZiTon42—i-

i=1
Let G = SO(V), B C G the subgroup of upper triangular matrices, and T C G the
subgroup of diagonal matrices. Then B is a Borel subgroup of G and T’ is a maximal
torus of G. The group G acts naturally on V, and e; is a highest weight vector, of
weight w1 (the unique cominuscule weight of ), so that G/P; gets identified with
the G-orbit of the line generated by e;:

G/P1 = {[:1}1 HEEE Z2n+1] 1 Q(:l:l, ...,.’L‘2n+1) =0 }
In this setting, the Schubert varieties are given by
Xi={z1:...02:0:...:0] | Qz1,...,%40,...,0) =0},

withl<i<2n+1,buti#n+1. Indeed, let x =[z1:...:24-1:1:0:...:0]
with Q(z) = 0, and let us prove that z € C;, that is, there exists b € B such
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that ¢ = b.e;. A straightforward calculation shows that we may take the columns
b1,...,ban41 of b as follows:

e Caselii<n+1.
€j ifj#iandj<2n+2-1
bj = T ifj =1
€j — Toni2_j€ani2—i Otherwise

e Case 2: 1 >n+1.
€; fj<2n+2-1
bj = T ifj =1
€j — Tany2—j€mi2—i Otherwise

The Jacobian criterion easily shows that Sing X, is equal to X551 if i > n+1,
and empty if i < n+1. Moreover, since X; is defined by a single quadratic equation,
the multiplicity of a singular point must be equal to 2. Hence there are two cases
for the multiplicity u;(z) of a point z =[z1:...:2;:0:...: 0]l on X;:

o Case 1: i <n+ 1. Then u;i{(z) =1.
e Case 2: i > n+1. Then

n_J 2 fxi==zon42i =0,
piz) = { 1 otherwise.

Of course, we have the same result for the opposite Schubert varieties
X ={[0:...:0:2;:...: %on41] | Q(O,...,0,25,...,Tan+1) = O}
There are again two cases for the multiplicity WE)ofz=1[0:...:0:2;:.
ZTont1] on XI:
e Case 1: j <n+1. Then
; 2 ifa;= =4z =0
J = J n+2—j »
w (@) { 1 otherwise.
e Case 2: j >n+ 1. Then pi(z) = 1.
Note that a Richardson variety Xf (4 £ 1) also is a quadric in a projective space,
so the multiplicity of a point m € X7 must be at most 2. But by Theorem 0.7.1,
if m were singular in both X; and in X7, then its multiplicity would be 4. This
means that Sing X; N Sing X7 = 0, a fact that can also be verified directly: indeed,
if this intersection is non-empty, then 2n+3—j<2n+1—4,80j<i<j—2,a
contradiction.






CHAPTER II

Standard Monomial Theory for desingularized
Richardson varieties in the flag variety GL(n)/B

1. Desingularized Richardson varieties

The notations are as in the Introduction. In addition, if k,I € Z, then we
denote by [k, ] the set {k,k+1,...,{}, and by [] the set [1,!]. For a permutation
w € Sy, we also use the one line notation {w(1)w(2)...w(n)].

We first recall a number of results on Bott-Samelson varieties (see e.g. [51]).

DEerFINITION IL.1.1. Two flags F, G in F¥(n) are called i-adjacent if they coincide
except (possibly) at their components of dimension #, a situation denoted by F--G.

NoTations I1.1.2. For i € [n], we denote by F£(i) the variety of partial flags
VicWC...CVu1 CViy1 C... CV,, (dimV; =3j),
and by ; : Fé(n) — F¥(i) the natural projection.
Then F and G are i-adjacent if and only if they have the same image by ;.

Consider a word i = 4; ..., in [n — 1], with w(i) = s,, ... s;, € Sy not neces-
sarily reduced. A gallery of type i is a sequence of the form

(8) Ffap iz, if

For a given flag Fy, the Bott-Samelson variety of type i starting at Fp is the set of
all galleries (8), i.e. the fibred product

(asubvariety of F¢(n)"). In particular, Z;, ; (Fp) is a Pl-fibration over Z;, . .., (Fo),
which shows by induction over r that Bott-Samelson varieties are smooth.

Each subset J = {j; < -+ < jix} C [r] defines a subword i(J) = (ij,,...,%;,)
of i. We then write Z;(Fp) instead of Zys)(Fp), and we view it as the subvariety
of Zi(Fp) consisting of all galleries (8) such that Fj_; = F; whenever j & J.

We denote by Feap : {€1) C {e1,€2) C -+ C {e1,€2,...,€n) the flag associated
to the canonical basis, and by Fypcan : {(€n) C (€n,€n—1) C - C {€n,€n—1,...,€1)
the opposite canonical flag. Note that Fopcan = €w,-

In the sequel, we shall only need galleries starting at Fray or at Fopcan; in
particular, we write Z; = Z;(Feap)-

The (diagonal) B-action on F£(n)" leaves Z; invariant. In particular, the T-
fixed points of Z; are the galleries of the form

i1 iz i3 ir
Feon Cuy ™ Cusup™ T Cup.aupy

43
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where each u; € S, is either e or s;,. This gallery will be denoted e; € Z;, where
J={jluj=si,}={j1 < <G}

For j € [r], we denote by pr; : Z; — F£(n) the projection sending the gallery (8)
to Fj. Note that w(i(J)) = s,,, ... 8, =u1...%r, 50 Pra(eJ) = €uy. u, = €u(i(J))-

When i is reduced, i.e. w = s;, ... 8;, is a reduced expression in S, a flag F lies
in the Schubert variety X, if and only if there is a gallery of type i = ¢; .. .4, from
Fean to F, hence the last projection pr, takes Z; surjectively to X,,. Moreover,
this surjection is birational: it restricts to an isomorphism over the Schubert cell
C., = B.ey,: thus, pr, : Z; — X, is a desingularization of X,,, and likewise for the
last projection Zi(Fopcan) — X0V,

When i is not necessarily reduced, pr,.(Z;) may be described as follows. Recall
[42, Definition-Lemma 1] that the poset {w(i(J)) | J C [r]} admits a unique
maximal element, denoted by wnax(i) (80 Wmax(i) = w(i) if and only if i is reduced):

PROPOSITION 1L1.1.3. Let i be an arbitrary word. Then pr,(Z;) is the Schubert
variety X,,, where w = Wp,(1).

Proof. Since pr,.(Z;) is B-stable, it is a union of Schubert cells. But Z; is a
projective variety, so the morphism pr, is closed, hence pr,.(Z;) is a union of Schu-
bert varieties, and therefore a single Schubert variety X,, since Z; is irreducible.
Moreover, the T-fixed points ey in Z; project to the T-fixed points ey i(s)) in X,
and all T-fixed points of X,, are obtained in this way (indeed, if e, is such a point,
then the fibre pr; l(e,) is T-stable, so it must contain some e; by Borel’s fixed
point theorem). In particular, e, corresponds to a choice of J C {1,...,r} such
that w(i(J)) is maximal, hence the result. O

We now turn to the description of a desingularization of a Richardson variety
X! =XpyNX", u<weS, Lt Z =2, ; for some reduced decomposition
w=S8j...8;, and Z' = Z;__j,,,(Fopcan) for some reduced decomposition wev =
8i.8ip_y -~ S8igy,- Since Z desingularizes X, and Z’ desingularizes X", a natural
candidate for a desingularization of X}, is the fibred product Z X py(,,) Z'. However,
we wish to see this variety in a slightly different way: an element of Z x Z' is a pair
of galleries

Fon@ P2 M,
Fopcani_rGr—lir__! cee id_HGd,’
and it belongs to Z X p¢(n) Z’ when the end points Fy and G4 coincide: in this case,
by reversing the second gallery, they concatenate to form a longer gallery
FontFi2, Bepfanr  bp o
Thus, Z X pe(n) Z' identifies with the set of all galleries in Z; = Z;, .. ;, that end in
Fopcan, i€ with the fibre
Pl = pr;l(Fop ca.n)

of the last projection pr, : Zj — F{(n). By construction, the dth projection pr,
then maps Ty onto the Richardson variety X7,.

ProposiTION I1.1.4. In the above notation, the dth projection pry : I'y —
XY is a desingularization, i.e. pry is birational, and the variety I'y is smooth and
irreductble.
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Proof. We first compute the dimension of I': since pr, is surjective, there exists
a non-empty open set O in F£(n) such that every point F' € O has a fibre of pure
dimension dim(Z;) — dim(F4(n)). Since the flag variety F&(n) is irreducible, O
meets the open set Cy, = B.ey,. Let F € ONCy,. Since pr, is B-equivariant,
the fibres of F' and Fopcan = €uw, are isomorphic. In particular, they have the same
dimension, so dim(I';) = dim(Z;) — dim(F¥¢(n)).

Next we show that I'; is smooth. Let v € T';. We want to prove that the tangent
space T,(I';) of I'; at oy and I'; have the same dimension. Let © = pr;1(Cy,). Let
U be the maximal unipotent subgroup of B. This subgroup acts simply transitively
on the Schubert cell C,,. Consider the morphism

s: Cyy=Uey, —

Uy UA

Since pr,. is U-equivariant, we have pr, os = idg,, . Differentiating this equality in
€wo Bives dpr, (7)o d s(ew,) = id;pewO Fe(n)- In particular, the linear map d pr,(v) :
T,(Z) — T.,, (Fl(n)) is surjective. Moreover, T,(I';) C ker(d pr,(7)). From this,
we deduce

dim(Ty) < dimT(Ty) < dim Ty (1) — dim T, (F&(n))

< dim Z; — dim Fé(n) (since Z; and F¥(n) are both smooth)
S dim Pi:

hence T is smooth.

Now we show that T is irreducible. Let Cy, ..., C. be the irreducible compo-
nents of I';. Since I'y is smooth, the C; are also the connected components of I';. The
variety {2 is open in Z;, In particular, 2 is irreducible. Since pr,. is B-equivariant,

Q=0Ub0i.

i=1b€EB

Let ; = | jyc g bCi. The morphism f: U xT; — Q, (b,7) — b.7y is an isomorphism.
In particular, Q; = f(U x C}) is an irreducible closed set in . So Q = |J;_, ; is
a disjoint decomposition of €2 into irreducibles. Hence € = 1, and T is irreducible.

Finally, to show that I';y — X7 is birational, we consider the projections pry :
Z — Xy and pr,_g : Z’ — X", Since they are birational, there exist open subsets
U, C X, and O C Z isomorphic under pry, and open subsets U? C X" and O’ C Z’
isomorphic under pr,_;. Then the open set (O X O'YN(Z X pyny Z') of Z X pyn) Z°
is isomorphic to the open set Uy, NUY of X under pry : Z X pen) Z' — X, Since
X2 and Z X pym) Z' = Ty are irreducible, these open subsets must be dense. The
birationality of pr, : Iy — X, follows. O

REMARK II.1.5. In characteristic 0, it can be proved more directly that the
fibred product Z X py(y) Z’ is smooth using Kleiman’s transversality theorem (cf.
[24], Theorem 10.8). Moreover, this theorem also states that every irreducible
component of Z Xpgn) Z’' is of dimension dim(Z) + dim(Z’) — dim(F4(n)). To
prove the irreducibility, consider 8Z (resp. &Z') the union of all Bott-Samelson
varieties X with X C Z (resp. X ¢ Z’). By Kleiman’s transversality theorem, the
dimension of (0Z X pe(ny Z') U(Z X pg(n) 0Z') is less than dim(Z X pg(ny Z'). So, on
one hand, the fibred-product O = (Z\ 0Z) X pe(n) (Z'\ 0Z') meets each irreducible
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component of Z X py(n) Z', hence O is dense. On the other hand, O is isomorphic to
the Richardson cell C7,, hence O is irreducible. Therefore, Z X py(,) Z’ is irreducible.

For i an arbitrary word, we may still consider the variety I'; of galleries of type
i, beginning at Fc.n and ending at Fopcan. In general this variety is no longer bira-
tional to a Richardson variety. But we still have

PROPOSITION I1.1.6. Leti =14;...4,. be an arbitrary word, and consider the
projection pr; : Iy — Fl(n). Then pr;(I'y) is the Richardson variety X7 where
Y = Wag(i1...1;) and T = WoWmaz(ij+1-..4-)" . Moreover, T; is smooth and
irreducible.

Proof. The variety T'; is isomorphic to the fibred product

Ziy iy XFa(n) Zip..ipe1 (Fopean)s
hence
pr; (Fi) = Ppr; (Z'Ll ...ij) n pr,._, (Zi,....i,.H (Fop can))
= Xwmax(ia.iy) N W0XK g ir..iy 1)
= Xy
Eventually, we may prove that I'; is smooth and irreducible exactly as in the proof
of Proposition 11.1.4. O

ExXaMPLE IL.1.7. We consider the Richardson variety X C F#(4) with w =
[4231] and v = [2143]. A flag F = (F' C F2 C F3 C F* = k*) belongs to the
Schubert variety X, if and only if F2 meets (1, 2).

Since w = 5152838281 is a reduced decomposition, the Bott-Samelson variety
Z19321 desingularizes X,,. An element of Z1239; is a gallery

Fon~Fi 2 F 2 Py 2 F Ly
A flag G belongs to the opposite Schubert variety if and only if G C (eq, €3, e4)
and G3® D (e4).

Similarly, wov = s2818357 is a reduced decomposition, so the Bott-Samelson
variety Zog12(Fopcan) desingularizes the opposite Schubert variety X”. An element
of Z9132(Fopcan) is 2 gallery

F op caanSLG7iG61G5-
Therefore, an element of the variety I'123212312 has the form
7= (Fcan_l“FllFZiFS1F4LF5LG61G7—1’G81F0p ca.n)-
The projection
prs: vy F5s =Gy
maps P123212312 birationally to X,g,

There are only two singular points on X7, namely e, and e,. Their fibres
pry }(ew) and prz!(e,) are 1-dimensional. Indeed, given a gallery -y € T}, let V; be

the i;-th component of pr;(7). Since prj‘l('y)i—J pr;(7), we know pr;(7) as soon as
we know pr;_,(7) and V;. Thus, a gallery can be given by the sequence V,..., V5.
With this description, a gallery in the fibre of e,, is then given by

(62)» (62,63>, (62,63,64), (62,64), (€4>, (64,$62+y€3), (62,63,64% (64), (63,64),
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with [z : y] € PL.
Similarly, the fibre of e, is given by

(wey + yez), {e1,e2), (e1,e2,e3), {e1,€2), {ez), (e2,e4), {(e2,€3,e4), (ea), (€3, e4),
with [z : y] € PL.

2. Background on SMT for Bott-Samelson varieties

In this section, we recall from [42] the main definitions and results about Stan-
dard Monomial Theory for Bott-Samelson varieties.

DEFINITIONS I1.2.1. A tablequ is a sequence T = t;...tp, with t; € [n]. If
T=ty...tp and T" =t} ...1,, are two tableaux, then the concatenation T * T' is
the tableau ¢1...tp1]...¢,. We denote by @ the empty tableau, so that T % § =
O+«T=T.

A column k of size i is a tableau Kk = ¢;...¢; with1 <#; <--- <t; < n. The
set of all columns of size i is denoted by I; . The Bruhat order on I; , is defined
by

k=t .. L <K =t].. ] &= L1 <L, ..., tE; < Y.
The symmetric group S, acts on I;,: if w € S, and £ =¢;...¢ € I; 5, then wk
is the column obtained by rearranging the tableau w(¢;) ... w(¢;) in an increasing
sequence.

For ¢ € [n}, the fundamental weight column w; is the sequence 12...1.

We shall be interested in a particular type of tableau, called standard.

DerFINITIONS [1.2.2, Let i =4y ..., and m =mq...m, € Z%,. A tableau of
shape (i, m) is a tableau of the form

K/ll*"'*ﬂlml*521*"’*’92771.2*"'*Krl*"'*nrmr

where Ky, is a column of size i, for every k, m. (If my = 0, there is no column in
the corresponding position of T'.)
A lifting of T is a sequence of subwords of i

Jit D DJm, DI D DJpm, D D1 Do D Jpm,

such that Jem, N [k] is a reduced subword of i and w(i(Jkm N [k]))w:, = Kikm. If
such a lifting exists, then the tableau T is said to be standard.

REMARK I1.2.3. The last equality in the definition of a lifting may be viewed
geometrically as follows. If J C [r] and j € [r], then pr; : Zi — F{(n) maps
Zj C Z; onto a Schubert variety X,, C F¢(n) (cf. Proof of Proposition IL.1.3).
In the notations of Section 1, the images of T-fixed points of Z; under pr; are
of the form pr;(ex) = e€u,..u, = €w(i(kn(j)) With K running over all subsets of
J, hence w = wmax(i(J N [7])). In turn, the image of pr,(Z 7) by the projection
Fé(n) — G, n is equal to the Schubert variety wa,J: for J = Ji., in the above
lifting, this projection is therefore equal to X,,, . We shall follow up on this point
of view in Remark I1.4.7.

NoraTiON 11.2.4. Each column k € I;, identifies with a weight of GL(n),
in such a way that the fundamental weight column w; corresponds to the ith
fundamental weight of GL{n). Therefore, we also denote by w; this fundamental
weight.
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We recall the Phicker embedding: given an i-subspace V of £™, choose a basis
v1,...,v; of V, and let M be the matrix of the vectors vy,...,v; written in the basis
(e1,...,en). We associate to each column k£ = ¢, ...t; the minor p,(V) of M on
rows y,...,%;,. Then themapp: V — [pg(V) | & € I, 5] is the Pliicker embedding.

Let m; : F4(n) — G, n be the natural projection. We denote by Ly, the line
bundle (p o m;)*O(1).

Now consider the tensor product LZ™ ®---® L™ on F£(n)", and denote by
Ly m its restriction to Z; C Fé(n)".

DEFINITION I1.2.5. To a tableau T' = K13 k- -+ %k Ky, %+ -k Kpp * - - -k Ky, ODE

associates the section pr = px,, @+ ®px,,,, @ ®Pk,, - OPx,,,, of Lim. IfT
is standard of shape (i, m), then pr is called a standard monomial of shape (i, m).

THEOREM I1.2.6 {[42]).

(1) The standard monomials of shape (i, m) form o basis of the space of sec-
tions H°(Zy, Ly m)-

(2) Fori>0, H(Z,Lim) = 0.

(3) The variety Z; is projectively normal for any embedding induced by a very
ample line bundle Ly .

3. Linear Independence

ExampLE I1.3.1. We want to see on Example I1.1.7 how one may construct an
SMT for the varieties I';.

Consider the line bundle L; , on Z; where i = 123212312 and m = 200010111.
We consider the restriction map H°(Z;, Ly ym) — H°(Ty, Lim), and a natural idea
to get a basis of H(Ty, Lim) is to take all the standard monomials that do not
belong to its kernel.

So let T = K11 * K12 * K51 * K71 * Kg1 * K91 be a tableau of shape (i, m). The
monomial pr does not vanish identically on Iy if and omly if k11,%12 € {1,2},
k51 # 1, k1 = 234, kg1 = 4, K91 = 34.

One may check (by computer) that there are 708 standard tableaux. Among
these tableaux, 9 do not vanish identically:

T1=2x2xPxBx0x4x0x23d%4%x34 Ty =2x1x0xDx0xdxPx234%x4%34
To=2%2%0x0#x0+3x0%x234%4234 T3 =2x1%@+0x0x3%x0+234x4x34
To=2x2xDx0x0x2+xP*234%x4%34 Tg =21 xP*xPxPx2+0 %234 %434

T =1%1x0x0x0x4x0%234x4x34
Te=1%1%0*0*D %3P %234%4%34
To=1x1+Px0x0+2x0%x234+4x34
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Moreover, the tableaux 7, admit the following liftings (J%,,)

Jh={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
J211= {152,3:4’5’6y7’879}

Jh={ 3,456,789}
Jh={ 3,456,789}
Jh={ 3,456,7, 9}
Jh={ 3,456,7, 9}

J2 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Jh={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Jh={ 2,3,4,5,6,7,8,9}
Jh=1{ 2,3,4,5,6,7,8,9}
Jh=1{ 2,3,4,5,6,7,8,9}
Ja=1{ 2,3,45,6,7, 9}
Jah=1{ 2,3,456,7 }

I8 = {1,2,3,4,5,6,7,8,0}

JT={2,3,4,5,6,7,8,9}
Jh={2,3,4,5,6,7,8,9}
JI={2,3,4,5,6,7,8,9}
JT,={2,3,4,5,6,7,8,9}
T = {2,3,4,5,6,7, 9}
J=1{23456,7 }

I8, = {2,3,4,5,6,7,8,9}

JZI— {1,2,3456,789} Ji={ 2,3456,7,89} Jgr {2,3,4,5,6,7,8,9}
51_ {123, 56789} J&={ 23, 56,789} J&={23, 56,789}
JZ=1{123, 56, 89} Ji={ 23, 56789} Ji={23, 56,789}

Ja=1{1,23, 56, 89} Jih={ 23, 56,789} J&=1{23, 56789}

J3={123, 56, 8} Jh={ 23, 5678} J&E={23, 5678 }

J3={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
J3 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

J8 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
J8=1{ 2,3,45,6,7,89}

J9,={2,3,4,5,6,7,8,9}
J2,={2,3,4,5,6,7,8,9}

Jh=1{1,2,34, 6789} J&={ 3, 56,789} J%={ 3, 56,789}
J3={1,2,3,4, 89} Je={ 3, 56789} JH={ 3, 56789}
J3=1{1,2,34, 89} J&h={ 3, 56,789} JI={ 3, 56,789}
J3=1{1,2,34, 89} JS={ 3, 56789} Ji={ 3, 56,789}

These liftings have the following property: wmax(i(J:,,}) = wo for each k,m. We
then say that T; is wo-standard. It can be checked that the standard tableaux that
are not we-standard vanish identically on Tj.

To see that the remaining monomials pr, are linearly independent, we may
work on an open affine set. There exists an open set { of Z; such that Iy N is
isomorphic to the affine space 3 (see Definition I1.5.10 and Proposition 11.5.19).
Here, we have

@ (-73,?!,2)'“" (Vh---s‘/g)7

for

{ Vo = (zey + eq, —xye; + es)

(zey + ez, —zye; + e3,€4) = (ze; + ez, —zyze, + ze3 + ey4)
= (yzes + z€3 + €4) = (yzez + ze3 + €4, yez + €3)

7 = (62,63,64) Ve = (e4)

Vo = (e3 )

We denote again by pr the polynomial ¢* ((pr)jq). We then have

— — e 2
T1_17 pT4—'*-77, pT7—$2,
pr, =2, by = X2, Py =272,
— — — m2
5 = Y2, P, = 2Yz, pry = TY2.

It is clear that these monomials are linearly independent in klz,v, 2].
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Definitions I1.3.2 below will generalize the behaviour of the liftings (Jf,,) ob-
served in this example.

DEFINITIONS I1.3.2. Let T be a standard tableau of shape (i, m). We say that
T (or the monomial pr) is wo-standard if there exists a lifting (Jxm) of T such that
each subword Ji,, contains a reduced expression of wy.

More generally, if J C [r] contains a reduced expression for wq, then 'y =
ZyNTy # 0, and we say that T' (or pr) is we-standard on T if there exists a
lifting (Jrm) of T such that for every k,m, J D Jrm, and Jg,, contains a reduced
expression of wy.

Similarly, T' (or pr) is said to be wo-standard on a unionT' =T';, U---UT,, if
T is wo-standard on at least one of the components 'y,,...,T';,. We then denote
by S(T) the set of all wg-standard tableaux on I,

‘We need some results about positroid varieties. References for these varieties
can be found in [33].

Let m, be the canonical projection Fé(n) — G; . In general, the projection of
a Richardson variety X2 C F{(n) is no longer a Richardson variety. But (X2
is still defined inside the Grassmannian G;, by the vanishing of some Pliicker
coordinates. More precisely, consider the set M = {k € I;, | ex € mi(XY)}. Then

N=m(X)={VeGn|s¢gM = pV)=0}

The poset M is a positroid (see the paragraph following Lemma 3.20 in [33]), and
the variety II is called a positroid variety.

LEMMA 11.3.3. With the notation above,
M={x€in|3uepu], uvm =«}.

Proof. Let u € [v,w] and & = uw,;. Then ¢, € X2, s0 e, = m;{e,) € I1. Hence
KEM.

Conversely, let K € M. The fibre 7, '{e,} in X? is a non-empty T-stable
variety, hence, by Borel’s fixed point theorem, this variety has a T-fixed point e,
u € Sp. It follows that u € [v,w] and uw; = . O

THEOREM I1.3.4. For every subword Jy,.. ., Jy containing a reduced expression
of wy, the wo-standard monomials on the union I' =T U..-UT,, are linearly
independent.

Proof. We imitate the proof of the corresponding proposition for Bott-Samelson
varieties appearing in [42, Section 3.2]. Let 7 be a non-empty subset of S(I'), and
assume that we are given a linear relation among monomials py for T in 7

(*) > arpr(y)=0 VyeT.
TeT

Moreover, we may assume that the coefficients appearing in this relation are all
non-zero. We shall proceed by induction on the length of tableaux, that is, on
M = E:‘::l m;.

If M = 1, then m has the form 0...1...0, that is, we have m. = 1 for some
e, and m; = 0 for all ¢ # e. The tableaux T that appear in relation (*) are
of the form T = ke, where ke € Ii_n. f v = (Fean, F1y.. ., Fr = Fopcan) € T
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then pr(y) = px.(Fe). Thus, we have a linear relation of Pliicker coordinates in
a union of Richardson varieties in F'¢(n), hence a linear relation on one of these
Richardson varieties. But Standard Monomial Theory for Richardson varieties (cf.
[40], Theorem 32) shows that such a relation cannot exist.

Now assume that M > 1, and m = 0...0m....m, with m. > 0. Here, we
denote by xf,, the columns of a tableau T. Consider an element x minimal among
the first columns of the tableaux of 7, that is,

KE min{mzl |TeT}.

We consider the set T (k) of tableaux T in T with kI, = k. For every T' € 7T (k),
fix a maximal lifting J§ D --- D Jg‘mr containing a reduced expression of wg and
with J% contained in one of the subwords Jy,...,Jk, so that T D T T # {. Thus,
we can restrict the relation (*) on )

M= |J T
T€T (K)

IfT e T(k), then T =x+T", and T" is a wg-standard tableau on I'(x) of shape
(i,0...0m.—1...m,).

If T ¢ S(k), then K5} £ &, so p,z, vanishes identically on the Schubert va-
riety X,, C G;, », hence on each Schubert variety X, sy for S €T (5). In
particular, Dy, vanishes on T'(x), and pr as well.

Restrict relation (x) to T'(k):

pe(?) Y. arpr(7)=0 VYyeT(x).
TeT (k)

This product vanishes on each irreducible T'yr (T' € T (x)). Now, p, does
not vanish identically on T'(J5). Indeed, we know by Proposition 11.1.6 that
pre(T(JZ)) is the Richardson variety XZ with y = w(i(J3)) > @. Since & = yw;,,
by Lemma, IL.3.3 p. does not vanish identically on X7, hence does not vanish iden-
tically on T'(JZ).

So we may simplify by p, on the irreducible I’ I hence a linear relation between
wo-standard monomials on T'(k) of shape (i,0...0m.—1...m,). By induction over
M, ar =0 for all T € T(x): a contradiction. [J

4. Standard monomials that do not vanish on I'; are wg-standard

In this section, we shall prove that the standard monomials that do not vanish
identically on T’y are wg-standard, provided certain assumptions over m, which
cover the regular case (i.e. m; > 0 for every i).

LEMMA I1.4.1 (Lifting Property [5, Proposition 2.2.7]). Let s be a simple trans-
position, and u < w in S,.

o Ifu < su and w > sw, then u < sw and su < w.
o Ifu>su and w > sw, then su < sw.
o Ifu<su and w < sw, then su < sw. O
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We may represent these situations by the pictures below

w w sSw
N 1
~
N |
AN
AN 1
sw su sw u w su
N |
~
~ |
AN
~ |
u sU u

DEFINITION I1.4.2. Let z,y € S,,. The Demazure product z % y is the unique
maximal element of the poset D(z,y) = {wv | u < z,v < y}.

PROPOSITION 11.4.3 ({55, 26]). Let z,y € S,. The double coset B(z*y)B is the
unique B x B-double coset that is open in BxByB. In particular, * is associative. O

LEMMA I1.4.4. Let s be a simple transposition, and x € S,,. Then zxs =
max(z, zs). Similarly, s * x = max(z, sz).

Proof. We shall prove that z * s = max(z, zs), the proof of s * z = max(z, sz)
being similar.

e Case 1: z > xs. Let u < z. If us < u, then us < z. If us > u, then
by Lemma I1.4.1, we have us < z. Hence every element of D(z, s) is less
than or equal to x, so z * s = £ = max(z, Ts).

e Case 2: z < xs. Let u < z. If us < u, then us < zs. If us > u, then
by Lemma IL.4.1, us < zs. Thus, every element of D(z, s) is less than or
equal to s, 50  * § = s = max(z,xs). O

LEMMA IL4.5. Let J be a subword of i. For every k € [r],
Wmaz(1(J)) = Wmaz(i(J N [K])) * W (I(J N [k + 1,7])).
Proof. Let
W =Winax (I(J))
T =Wmax (I(J N [K]))
Y =wmax (i(J N [k +1,7]))

Each element uv of D(z, y) has a decomposition of the form w(i(X1))w(i(K2))
with K3 C JN[k] and K> C J N[k +1,r]. Hence,
wv = w(i(K1 UKy)) < w,

sorxxy < w.
Conversely, let K’ C J be such that w(i(K’)) = w is a reduced decomposition.
Since

w = w(i(K' N [k]))w(i(K' Nk+1,7])),
we have w € D(z,y), hence w <z *xy. O

LEMMA 11.4.6 ([25,2.2.(4)]). Ifz' <z andy <y, thenx' xy <z x*y.
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Proof. By Proposition 11.4.3, we have

B(z' xy)B c BzB ByB C BxrByB = B(zx xy)B,
hence ' *y’ < xxy. O

Let T be a standard tableau of shape (i,m), and e be the least integer such
that me # 0, som = 0...0m....m,. We give the construction of a particular
type of liftings of T (called optimal), in light of the following

REMARK I1.4.7. Let (K ) be an arbitrary lifting of T and set
Wem = w(i(Kxm N [K])),

50 that Wim@k = Kkm. By Remark I1.2.3, pr.(Zk,,.) = Xuw,,., with the following
consequences.

e Foreach k, K1 D +++ D Kpp, yields wi1 2+ ¢ 2 Wim,, -
o Let [ be the least integer such that [ > k and m; # 0. Then Kim, D K1
yields pr(Zk, ,) C pr(Zk,,, ), hence

w(i(K1 NJ)) < wmax(i(Kkmk n1))-
By Lemma I1.4.5,
Winax (i(K,cmJc N Il])) = w(i(Kk,m,c N [k])) * w,mx(i(Kk,,,,,e Nk + l,l])).
So
w1 < Whmy * wmt-xx(i(-Kle,m,c N [k +1, l]))

We shall also need a result due to V. Deodhar:
NOTATION [1.4.8. Let x € I; , and w € §,,. We set
E(w, k) ={v e S, |v<w vw;, = k}.

LEMMA 11.4.9 ([41, Lemma 11)). Let & € I;,, and w € S,. If E(w, k) # 0,
then it admits a unique mazimal element. O

REMARK I1.4.10. The above lemma admits the following geometric interpre-
tation. Let ¢ be the restriction to X,, of the canonical projection Fé(n) — Gin.
Since q is B-equivariant, ¢~ >(X,) is a union of Schubert varieties, namely

q_l(ch)= U Xy
vEE(x,K)

By Lemma I1.4.9, we conclude that g=1(X,) is a single Schubert variety.

There exists a dual version of the lemma: if ww; > &, then the set
{ve s, |v>w, vw; = Kk}

admits a unique minimal element. Hence, g~1(X*) is a single opposite Schubert
variety.
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We now construct elements vy, € S, inductively, as follows. At the first step,
consider the set
E(Wmax(t1 .+ . . Te)s Ke1)-
Since it contains wey, it is nonempty, so it has a maximal element v, which is
unique thanks to Lemma I1.4.9. Now assume that vk, > Wk, has already been
constructed. We then proceed in the same way to construct vy m1 (if m < myg) or
vi,1 (if m = mg, and | > k is the least integer such that m; # 0):
o If m < my, then the set E(vkm, Kk,m+1) is nonempty (since it contains
Wk, m+1)» 50 let vg my1 be its unique maximal element.
o If m = my, then let v}, = Vkm * Wmax (ik+1- - . i1). By Lemma I1.4.6,

Wi,m * 'wmax(i(Kk,m Nik+1, l])) < 'U;c,m'

Thus, by Remark IL.4.7 the set (v}, ., %1,1) contains wyp, so it is non-
empty. Let vy be its unique maximal element.

REMARK I1.4.11. Although the existence of the vy, depends on that of the
wem (i.e. on the existence of a lifting of the tableau T"), the values of the vi,, only
depend on the tableau T itself.

Next, we construct subsets Ey,, C [k], again inductively. Since
Ve1 < Wiax (%1 - -+ %e);
choose Fey C {i1...%.} such that ve; admits a reduced expression of the form
i(Be1). If Eg,m such that vg,m = w(i(Ek,m)) has already been constructed, then
define Ei mi1 (if m <mg) or Epy (if m = my) as follows:
o If m < my, then vk my1 < Vgm = w(i(Exm)), so choose Eg mt1 C Epm

such that vg,m41 admits a reduced expression of the form i(Eg m41)-
e If m = my, then by Lemma I11.4.5

1 S 'U;c,mk = wmax(i(Ekmk U {k +1,..., l}))’

so choose Ej; C Egm, U{k+1,...,1} such that v;; admits a reduced
expression of the form i(E; ;).

DEFINITION I1.4.12. With the above notation, set Jim = Egm U [k + 1,7} for
each k,m. We will call (Ji.n) an optimal lifting of the tableau 7.

REMARK II.4.13. The optimal lifting is not unique. However, while it depends
on the choice of reduced expressions for the vgm, it is still independent on the choice
of the initial lifting (Kpm)-

ExAMPLE I1.4.14. Consider the tableau T = 123 * 13 x 3 % 134 * 24 % 124 of
shape (3213233213,1111110000). This tableau is standard, and we shall construct
an optimal lifting of 7.

e v1; = max&(s3,123) =e.
v91 = max &(e * 82, 13) = so.
V31 — max8(32 * 81,3) = 8§981.
v41 = max £(s281 * §3,134) = 5531 33.
V51 = maxS(szsls;; * 89, 24) = 818382.
Vg1 = maxE(slsgsz * 83, 124) = 8183.
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Hence
Ji={2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Ja1= {2,3,4,5,6,7,8,9,10}
J31= {2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Ju= {2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Jsi={ 3,4,5,6,7,8,9,10}
Jo={ 34, 7,89,10}
is an optimal lifting of T'. Another optimal lifting of T is

11=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Jh= {2,3,4,5,6,7,8,9,10}
J4={2,3,4,5,6,7,8,9,10}
J={2,3,4,5,6,7,8,9,10}

t,={ 3456,7,89,10}
Ja={ 3, 6,7,89,10}

LEmMMA 11.4.15. Letw € S, and & € I, ,, be such that E(w, k) # 0. Consider
a simple transposition s such that sw < w.

(1) If sk > &, then max £(w, k) = max €(sw, k).
(2) If sk < k, then max E(w, k) = s * max £(sw, sk).

Proof. Let 4 = max E(w, k).
e Case 1: assume that su > u. Then, by Lemma I1.4.1,

N
AN
N
AN
AN

sSw sU

AN
N
N
AN
N

u

we have u < sw and su < w. Hence sk > &, but by maximality of u,
su ¢ £(w, k), hence sk > k. Since u < sw, u € E(sw, k), 50

u < max E(sw, k) € max & (w, k) = u.

This proves the part (1) of the lemma.

o Case 2: su < u. Then sk < k, and by Lemma I1.4.1,
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we have su < sw, so su € £(sw, sk), hence su < v = max £(sw, sx). We
distinguish two subcases:

— Subcase 1: sk < . Then sv > v. Since we also have su < u, it
follows from Lemma, I1.4.1 that v < su. Similarly, sv > v, together
with sw < w imply that sv < w, so sv € £(w, ), hence sv < u. By
Lemma I1.4.1, we have v < su. So v = su, or equivalently

¢ = sv = max(v, sv) = s x v.
— Subcase 2: sk = k.
* If u < sw, then u € E(sw, k), sou <v. But v <w,s0u=wv.
* If u £ sw, then su € £(sw, k), s0 su < v < u. In other words,
v € {u, su}.

In each of these two situations, we have u = v or u = sv. But, if
sv > v then u # v (since su < u), 50 4 = sv = max(v,sv) = sxv. If
sv < v, then u # sv, so

u=v=sx*xv. 0

Let w = s;,...8;, be a reduced expression. The lemma above gives an al-
gorithm to find a reduced expression of u = max £(w, &), say u = w(i(J)), with
J C [j]: let s =s;,, and compare sk with k.

e If sk > &, then v = max £(sw, k).

e If sk < k, then u = s * max E(sw, $k).
We then compute max £(sw, sk) or max&(sw, k) in the same way, using the de-
composition sw = 8, ... 8.

ExAMPLE 11.4.16. In Sy, take w = [4231] = 5182833251 and k = 13. We shall
compute ¥ = max &(w, k) with the previous algorithm. Note that k < 24 = wwws,
hence £(w, k) # 0.
81k = 23 > K, 0 4 = max £(s2838281, K),
sgk =12 < k, s0 u = 355 x max E(s35251,12),
s3(12) = 12, so u = sg * s3 * max £(s251,12),

82(12) =13 > 12, 50 u = 83 * 3 * max £(s1,12),
51(12) = 12, 50 u = $g * 83 * 81 * max £(e, 12).
Now, max{e, 12) = e, 50 u = 8 * 83 * 81 = $28351 = [3142].

LeEMMA 11.4.17 ({5, Proposition 2.4.4]). Let k € I; . The set {v € S, | vow; =
£} admits a unique minimal element u. Moreover, if v € S, satisfies vw; = K,
then v admits a unique factorization v = uv’ with v'w; = w;. This factorization is
length-additive, in the sense that I(v) = I(u) + I(v'). O

REMARK I1.4.18. Lemmas 11.4.1, I1.4.4, 11.4.6, Definition I1.4.2 and Proposi-
tion I1.4.3 are true for every Weyl group. Lemmas I1.4.9, I1.4.17, and Remark 11.4.10
are also true if we replace Sy, by a Weyl group W, I; ,, by the set WF of minimal rep-
resentatives of the quotient W/Wp, Wp a parabolic subgroup of W, and vw; = &
by v =& mod Wp.

LEMMA 11.4.19. Denote by uq the minimal permutation such that ugwg =
wowy. Let w > u, and k a column of arbitrary size i < n such that E(w, k) # 0.
Assume that # = max E(w, €) > u. Then

Yo >u, E(v,k) # 0 = max&(v,k) > u.
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Proof. Since v > wu, we have vy = wewy, hence by Lemma I1.4.17, v = uv’ with
v’ in the stabilizer of wy. Moreover, this decomposition is length-additive, so if u =
Siy .-8iy and v/ = s, ...y, are reduced expressions, then s;, ...s; i, ... 8, is
a reduced expression of v. Similarly, we decompose z = uz’ with 2'wy = wy. We
then obtain

T>8HT > >8 . ..55T=12,
hence
K2 8,K2>: 2> 8, ... 8, K.
Now, we apply the procedure described after Lemma 11.4.15 for the decomposition

U = Si; ...8i,8i,,, .- Sii- The above inequalities show that max &(v, x) is of the
form s, * -+ * 5;, * z. But, by Lemma I1.4.6, we have

Syy koK Sy k2 28y ke kS

> Siy .8
>u. O

3

NoTaTION I1.4.20. For k € [n — 1], let ji be the greatest integer such that
i, = k.

THEOREM I1.4.21. Assume that for every k, m;, > 0. Then the standard
monomials pr of shape (I, m) that do not vanish identically on Ty are wy-standard.

Proof. Consider an optimal lifting (Jim) of 7. Let (Fean, Fy,...,Fr) € T be
a gallery such that pr(Fean, F1,..., Fy) # 0. By definition of ji, the flags F;, and
Fop can share the same k-subspace, which then is the T-fixed point {en,.. ., en—p+1)-
Hence, £j,,1 =+ = Kji,m, = Wolk-

Arrange the integers ji,...,Jn—1 in an increasing sequence: j;, < -+ < fi. _,-

We shall prove that if k > j;, then vgm > w;. Since pr(Fean, F1,...,Fr) # 0,
we have py,,. (Fr) # 0, hence py,,, does not vanish identically on the Richardson
variety X2, where w = Wpax(31 .. .3%) and v = wo(Wmax(#x41 - - - 3-)) 1. This means
that py,, does not vanish identically on the positroid variety m(X}), where 7 :
Fl(n) — Gi,n. By Lemma 11.3.3, there exists u € {v, w] such that uw;, = Kim.
It follows that the maximal element z; of £(w, kkm) is greater than u. But, since
k > ji, a reduced expression of wov™* consists of letters taken from iry...%,
where no 1 appears. Thus, wov 1w = @, so vy = wew;, that is, v > u;. Hence
z1 > u > v > u;. We then conclude with Lemma I1.4.19.

Now, we consider subwords Jg, with & < 7;,. In this case, k < j; (£ > 1), so
we have the inequalities w(i(Jj,,1 N [¢])) < Wmax(i(Jkm)), hence

Wmax (i(ka))Wt 2 w(i(thl N Ut]))wt = Kj,,1 = Wy,
i.e. wmax(i(.]km))wt = wywy. So wmax(i(ka)) = wy.
If ji, <k < j,,,, then we have, in one hand, wmex (i(Jkm)) 2 w(i(Js, 1)) for
every p > t+ 1, 80 Wiax (i(Jkm)) @1, > #1,1 = wowmy,, hence wmax (i(Jkm)) @i, =

wowy,. On the other hand, Wmax(i(Jkm)) = vkm > w, for every ¢ < t, hence
Winax (1{Jkm)) @1, = oy, 1t follows that Wmax (I(Jkm)) = we. O

REMARK 11.4.22. The assumption m;, > 0 for every k is necessary: recall the
tableau T = 123 # 13 * 3 % 134 * 24 % 124 of Example I1.4.14. It is standard of shape
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(3213233213,1111110000), and one may check that pr does not vanish identically
on I's. However, an optimal lifting of T is given by

Ju= {2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Ja1={2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Ja1={2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Ju={2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Jsi={ 3,4,5,6,7,8,9,10}
Jg1= { 3, 6,7,8,9,10}

and we have Wy (i(J61)) = 5183525153 = [4231] # wp, hence T is not wop-standard.

5. Basis of H*(T', Li,m)

Assume that m is regular. We shall prove that the wp-standard monomials of
shape (i, m) form a basis of the space of sections HO(T;, Lj ;). By Theorems I11.3.4
and 11.4.21, we just have to show that the restriction map

H%(Z;, Li,m) = H*(Ty, Lim)
is surjective. The idea is to find a sequence of varieties (Yl“‘), parametrized by
uy € Sy, such that
o Y =Zjand YN =T,
e Y“** is a hypersurface in Y;*¢,
o each restriction map HO(Y;****, Ly m) — HO(Y]™*, Ly 1n) is surjective.

ExAMPLE II.5.1. Let n = 4 and i = 123212312. Consider the following reduced
expression
Wo = 518251835281 = 8448a5 - - - Says
and set

{ Ug = €,

Ut+1 = Sapy Ut vt > 0.

The sequence (u;) is increasing, and us = wp. Thus, we obtain a sequence of
opposite Schubert varieties

Fén)=X">X"“ D...D X" ={Fypcan}
Let F = (F! C F? C F3 C F* = k*) be a flag.
e We have the equivalence
Fe X" <= Fle (e es eq)
<= pi(F) =0.

So X* is defined inside X*“° by the vanishing of p1 = ps,.
e Assume F € X*'. Then
Fe X% & F! e (es,eq)

<= p2(F) =0, since we already know that p1(F) =0.

Hence X*2 is defined inside X“* by the vanishing of ps = p,;, .
o Similarly, X“? is defined inside X*? by the vanishing of p3 = p,,.
¢ The opposite Schubert variety X4 is defined inside X“3 by the vanishing

of P14 = Pu,-
e XU is defined inside X“4 by the vanishing of pas = p,.



5. BASIS OF HO(T'y, Li.m) 59

* X8 is defined inside X*® by the vanishing of pig4 = Pr;.

We then set Y;* = pry!(X™). Thus, V;* = Z;, ¥;*® = I;. Moreover, Y;"*** is
defined inside Y;** by the vanishing of py,, where we view & as a tableau of shape
(123212312, a}), where

a} = ah = a} = 000000010, a} = a} = 000000001, aj; = 000000100.
This example leads us to work with the following varieties. Consider the last
projection pr,. : Zy — Fé(n). Fix u € S, and a reduced decomposition
WU = Sk, Sky_y + - - Sky -
Consider the opposite Schubert variety X* C Fé(n) and set
Y = pr; HX™Y) C Z;.
In particular, Y}® = Z; and ¥Y{*° =T.

PROPOSITION I1.5.2. The variety Y[* is irreducible, and if i’ = i1...i.ky.. Ky,

then the projection FE(n) ' — FE(n)" onto the r first factors restricts to a mor-
phism

<p:I‘i, —)Y}u

that is birational, hence surjective.

Proof. Recall that a flag F lies in X if and only if it can be connected to
Fopcan by a gallery of type k1 ...k Hence Y{* consists of all galleries

Fcan“il—Flhﬂ .. ﬁ“Fr
that can be extended to a gallery of the form
FoniR2, gk  Bp o o

Thus, ¢ indeed takes values in ¥{* and is surjective. The irreducibility of Y;* follows.
Moreover, in the diagram

Fi’ = Zi xFé(n) Zk;...kl (Fopcan) —— Zk;;.,kl (Fopcan)

l 1”,

Zi Fe(n),

PT,

pr, is an isomorphism over C¥, and the morphism id x (pr; ! o pr,) from pr;1(C¥) C
Y* to Z;i X Zk, .k, (Fopcan) I an inverse of ¢ over pr; ! (C*), hence ¢ is birational. O

COROLLARY 11.5.3. Take the notations of the previous proposition, and con-
sider the jth projection pr; : Zy — F€(n). Then pr;(¥;*) is the Richardson variety
X5 for y = wiaa(i . . .1;) and £ = WoWmae(iy+1 .- - rk1 .. k)7L

Proof. Note that pr;(¥;*) = pr;(¢(Tw)) = pr,(T'v} since j € [r]. Proposi-
tion I1.1.6 leads to the result. O
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NoTATIONS I1.5.4. As in Example I1.5.1, consider the reduced decomposition
wo = 81(8281) . .- (Sn=1-.-81) = Say - - - Sag,

and set us = Sq, ... 81, Up = €
Consider the sequence of columns k; defined in the following way.

e The n — 1 first columns are kg =1, kK1 =2,..., Kpg=n—1.

e The n — 2 next columns are 1 *n, 2x*n,..., n—2%n,

e The n — 3 next ones are of size 3: 1 * wows, 2 * wWows,..., N — 3 * Wyws.

e We proceed in the same way for the other columns until we get ky_1 =
1x* WWn—2.

We denote by b; the size of kq, so that K¢ = u,ws,. We set £, = up1s, .

In the sequel, we say that a variety Y is defined in X by the vanishing of f if
ye€Y < yeXand f(y) =0

This does not necessarily mean that f generates the ideal of Y in the coordinate
ring of X.

LeMMA I15.5. For every t € [0, N — 1], the opposite Schubert variety X%+t C
Fi(n) is defined inside X¥t by the vanishing of py, .

Proof. We begin by proving the following

Claim For every t, the opposite Schubert variety X“++1%e C Gy, ,, is defined
inside X*“t™b: = X%t by the vanishing of py,.

Indeed, recall that a bs-space V belongs to the opposite Schubert variety X%t
if and only if for every & # k¢, pe(V) = 0, and similarly for X #¢. Thus, we have to
describe the set

By ={s} ki | 6> r}
We distinguish two cases.

e Case 1: byy1 = b;. Then g} = upr1ts, = Key1. But K, is of the form
P*Wop,—1, a0d K41 = (p+1) *wotop,—1. So K¢ < K}, hence Ky € E;. Let
Kk € By with k # Kx¢. Then Kk > Kt, 80 kK > Kpy1: a contradiction. Hence,
the claim is proved in this case.

o Case2: by = by+1. Then k| = Uy ws, = wows, = (n—b+1)*wowwp, -1,
and k¢ = (n — b) * wowp,—1. Again, K, € E;. If k € E; and K > k¢, then

K = wowy,: a contradiction. This proves the claim.
Now, let g be the restriction to X™* of the canonical projection F4(n) — Gb, n.
We have to show that XU+t = ¢=1(X*¢). since usws, # K}, Uss1 i & minimal el-
ement of the poset {u > us, uws, = K}}, 50 by Remark 11.4.10 g~} (X"t) = X¥+1 0

NoTaTION IL5.6. For every t € [0, N — 1], we set {; = jp,, that is the largest
integer j such that i; = b;.

COROLLARY IL5.7. With the notation of Lemma IL.5.5, the variety Y;"** is
defined inside Y{** by the vanishing of pr, where T = Q- - x k- -0 is a tableau
of shape (1,0...1...0), the 1 being at position l;.

Proof. Write w = wp, and k = k. Let v be a gallery
Fon iR .. '-b‘—Fk‘—- ..—F,
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in ¥;**. This gallery belongs to ¥;"*** if and only if F, € X%+!. Since we already
know that F,. € X, we have

vy eV &= pi(Fr) =0 < pu(m,Fr) =0,
where the first equivalence follows from Lemma I1.5.5 and the second from the fact

that « is of size b;. By definition of I;, no adjacency after Fj, is an b;-adjacency,
hence my, Fj, = mp, Fj,41 = - - = mp, F;, and therefore,

Pe(Fr) =0 <= pu(F;) =0 < pr(y) =0,

where T =0 % ---xk* .- %@ with £ in position ;. O

NotaTIONS I1.5.8. We fix an a = @;...a, with a; > 0 for every i. The
associated line bundle L; 4 is very ample, so it induces an embedding of Z; in some
projective space Pa. We denote by R; the homogeneous coordinate ring of Y;**
viewed as a subvariety of Pj,.

REMARK I1.5.9. For the rest of this section, if a notion depends on an embed-
ding, such as projective normality, or the homogeneous coordinate ring of a variety,
it will be implicitly understood that we work with the line bundle L; 4.

The ring Ryy; is a quotient R,/I;, and we shall determine the ideal I;. We
begin by computing the equations of ¥;“**' in an affine open set of Y;*.

DEeriNiTION I1.5.10. We shall define an affine open set Q of Z;, isomorphic to
the affine space k”. This construction is taken from [23].
First, we define inductively a sequence of permutations (g;) with on = wo:

0g = ¢,
Cjr =0, %8, Yj=0

Moreover, we set v = 0';10'_7'.'.1 € {e 55, }

Next, consider the 1-parameter unipotent subgroup Us associated to a root f,
with its standard parametrization e¢g : k — Up (i.e. the matrix eg(z) has 1s on
the diagonal, the entry corresponding to 8 equal to x, and 0s elsewhere). We also
denote by ax,...,an_1 the simple roots and by P; the minimal parabolic subgroup
associated to aj, i.e. the subgroup generated by B and by U_,,.

We set 3; = v;(—0,) and consider the morphism

kW — B=PF,x...F
(T1yeeey®r) — (A1,...,A)
with A; = €g, (z;)v;. Set Bj = Ay... Aj.
Finally, let
p: kK — Z
(wlv"')mr) = (711"'777')
for Y= Bcha.n-
The image of ¢ is denoted by (1: it is an open set in Z;, and @ : k" — Q is an
isomorphism.

NOTATION I1.5.11. Let & = ky ... k; and 7 = £; .. . t; be two columns of the same
size. Given a matrix M, we denote by M|k, 7] the determinant of the submatrix
of M obtained by taking the rows ki, ..., k; and the columns #1,...,%. Moreover,
Mk, [9]] is simply denoted by M|x, ).
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ExaMPLE I1.5.12. We work on Example I1.5.1, where i = 123212312, and we
set a = 111111111. The sequence (o;) is given by

oo =[1234], o1 =[2134], o2 =[2314],
o3 = [2341], o4 = [2431], o5 = [4231],
o6 = [4321],
g7 = 0g = 09 = 0g.
and the sequence (v;) is
U1 = 81, U2 =82, U= 83,
V4 = 82, Us = 81, 7Ug — S2,
V7 =Yg =Ug = ¢€.
Let To = 2%23 %234 %24 %434 %234 x4 x 34, It can be shown that € is exactly
the open set {7y € Z; | pr, () # 0}

Now, direct computations show that the affine variety ¥;"* N Q C k° is defined
by the equation

Q(z1,...,29) = zs{z1Z6 + T2) + Z1%5 + T22g + 33 = 0.
Since ¥{"* N2 is irreducible (as an open set of the irreducible ¥;*}, this equation is
also irreducible and generates the ideal of ¥;** N§2. Thus, if f is a linear combination
of monomials pr with T' of shape (i, m) such that f vanishes identically on ¥;™*,
then -:;% € k[z1,...,z9] vanishes on Y;"* N2, hence

Tio S Qk[wl, . ..,.’179].

But we know that each coordinate x; is a quotient f; /Téc of degree 0 for an f; €
Ry = k[Z], and also that

8(16 + 32) + T175 + TaT4 + T3 = 1L,
b,
where 77 = 2% 23 %234 % 24 % 4 % 34 * 234 « 1 % 34. It follows that f is a multiple of
pry, hence f € pyH(Z,, L; ov) where a’ = 111111101.
Hence, the ideal I; of Y{** in Rp is p1 H 0(Z, L; o). We shall generalize this
computation below.

LeMMA I1.5.13. For every j,
Uglv1 e Ugj’vj = Uﬂl Ugl(ﬂa) e anJ_l(ﬁ])Uj C BO’j.
Proof. The equality follows from the formula
O’Uﬁ = Ua(ﬁ)d, Vo € S,.

For the inclusion, we proceed by induction over j. Since 8 = (i1,41 + 1) and
V1 = 8i,, Uﬂlvl C Bvy = Bos.
Assume that the property holds for j > 1, that is Ug,v1...Up,v; C Bo;.
If 0i8i;1 < Oj then Oj+1 = Oj, Vj+1 = €, ,Bj+1 = (ij+1 + l,ij_H), and
03 (Bj+1) = (5(¢j41 + 1), 05(i541))-
038i; < 05 = 05(ij41) > 05(i41 + 1)

= Ua,(,B:,.H) C B.
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It follows that
Up,v1 ... Up,viUp, 4, 9j41 C BojUp,
C BUs,(8,41)%5
C Bojta.
Similarly, if 0js,,,, > o;, then 041 = 0,8 ,,, vj41 = 8, and B = 04,
Hence
Uﬂl'vl v UgJUjUﬂﬁ_lvj_H C BO'jUgﬂ‘sij
< BU"JﬂJ-H ajsi]
C BO']'+1. O

NoTATION 11.5.14. Let k be a column of size 7. We set O,, = {F € F{(n) |
p<(F) # 0}.

ProposITION 11.5.15. Let w € Sy, and Kk = ww; € I;,. Then X, N Oy =
Hves(w,m) Co.

Proof. Let g be the restriction to X,, of the canonical projection Fé€(n) — G; p.
Then we have X,, N0, = ¢ 1(X,.Ng(0,)). 1t is well known that X, Ng{0,) = C.
But we have the equality

N C) = H C,. O
vEE(w,k)
ProrosiTiON I1.5.16. There exists a tableau Ty of shape (i,a) such that
Q={y€Z|pr(y) #0}

In particular, ¢ induces an isomorphism ¢* : (RO)(pTO) — klz1,...,2,), where
(Ro)(pr,) is the subring of elements of degree 0 in the localized ring (Ro)ps,, ie.

(Ro)orey = U {—i—

d>0 To

f € Ry is homogeneous of degree d} .

Proof. Let Ty = (o1wi,)** * (02005,)*®2 * -+ - % (0w, )**. Then
{'7 € Z |PT0(’Y) 7é 0} = H pl‘;l (Oo,w;'J) .
j=1

We know that

pr;(Q) = Ug,v1 ... Up,v; Fean.
Thus, by Lemma 11.5.13, pr]-(Q.) C Bo;Feon = C5,. But if F € C,y, then its i;-th
constituent F* belongs to C(,jw,j, so

Do, (F) = Po,yows, (F*7) #0.

This proves the inclusion

Qc ﬁpr;I (O,em, ) -
j=1

For the opposite inclusion, we proceed by induction over r.
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If r =1, then Q = {Fean} X Up,v1Fcan, with v; = s;, and B1 = «a;,. Hence
Q= {Fean} % Cs,,- By Lemma IL5.15, X, N Oy, w,, =0Cs,,, 50
P11 (Ooim,) = {Fean ™ F! | FT € Gy, ).
Thus Q = pr;{ (Opyw,, )-

r
Let » > 1 and assume that the property holds for r—1. Let v € H prj_1 (O,,J w,]) .
=1
By induction, there exist Ay, ..., Ar—) such that A; € Ug, v, andy; = A3... A;Fcan

for j < r—1. Since 4,_1",, there exists p € P;, such that A; ... A,_;pFean =7,
Now, P, Fi.y is a T-stable curveand we have
-Pi,.Fcan = U—aw Fean U {si,.Fcan} = Ua., sichan U {Fcan}-

If v, = e, then 0, = or—1 and Oy = —a;,. By Lemma IL5.13, v € Bo,_1pFean.
If pFean = 8i, Feon, then v, € Cy, 5,. But by Lemma I1.5.15, 7, belongs to a Schubert
cell C, with vew; = o,w;_. Since o,w,, # 0.5.w;,_, Wwe have a contradiction. Hence
PFean € U_q,, Foan- So we may choose p in Ug,, which proves that v € Q2.

If v, = s;., we prove similarly that pFean # Fcan, S0 we may choose p in
Uy, 8i, = Ug.vr, thus y € Q. O

REMARK I1.5.17. Consider an arbitrary tableau T of shape (i,a). Then we
may compute ¢* (fT’LO) in the following way. Write

T=K‘11*"’*K/1a1*"'*Krl*"'*’crar,

then

(p* (gl) (3}1, e ,:L‘.,-) = Bl[ﬁu, ’i1] e Bl[’ilauill PN Br[Kﬂ, 'l:r] . B,-[K,.,-ar,ir].

'To

PropOsITION 11.5.18. Denote by Qi; € kl#1,...,x,] the entries of By:

( Qi1 Q21 .. oov @Qpoggn 1

: : 1 0

5. 0o 0
Qna 1 . : :

1 0 e e 0 0

The polynomials Qi; all have distinct linear parts.

Proof. It suffices to prove that B, wg € B, but this follows from Lemma I1.5.13:
B, € Ug,v1...Up,vrFeon C Bo, = Buyp.

‘We may obtain the linear part of the Q;; by derivating B,. From the expression

B, =€g,(1)v1. .. €5, (% )vr, We see that
OB,
Ox;
This already proves that the linear parts of the Q;; are distinct. We shall now prove
that every elementary matrix Fy; occurs as a derivative of B,, that is, each pair

(0) = Es,_,(8;)wo-
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(4,4 + 1) equals some 0;_1{8;), or equivalently, Up, Ug,p, - --Up,_, 5, = U (where U
is the unipotent part of B). Since pr,.(2) = Cy,, we have

Uﬁl U01(32) e Ua‘r_l(ﬂr)Fcan = Uﬁlvl e Uﬁrercan = U’woFcan.

Since the stabilizer of woFean in U is trivial, we conclude that Ug, U, g, . . . Us,_,8. =
Uu.d

PROPOSITION 11.5.19. The ideal of Y;**' N2 in the coordinate ring of Y;** NQ
is generated by Q. b,, where Ky is the first entry of the column k. Moreover,

inu,bz = (P* (@)

pr,
where T; is the tableau obtained from Ty by replacing its last column of size by by
Kt.
Moreover, the varieties Y;"* N Q are isomorphic to affine spaces.
Proof. We alredady know that Yi"t+1 is defined inside ¥** by the vanishing of
Dr,: given a gallery v = (Foan 2 F12 .. .2=F,} in ¥**, we know by Corollary I1.5.7
that v € Y;**' if and only if p,, (F},) = 0.

In Q, this corresponds to the vanishing of By, [0y, s, , b;]. Now, as in the proof
of Lemma 11.5.13,

B, = Bpbuy,, ... v
for some b € U. The jth column of By, b is then a linear combination of the columns
1,...,j of B;,. So
(Bu,b)[o1, w0, , be] = B, [o1, @, , be].
Moreover, by definition of /;, the permutation v, ... v stabilizes the fundamen-
tal weight column @wy,, so By,b and B, have the same first by columns up to a
permutation, hence

B, o1, ™0, bt]) = =By {01, s, , b}
A straightforward computation shows that this determinant is £Qj,, s, -
To prove that ¢* (%,TT;') = Q. b, ROtE that

(p* (%TT_:) = Bl[alwil, 21] v Bjt[aj,wb,, bt] e Br[arwi,, ir]-
o

Now, by Lemma I1.5.13, B; = bjo; for some b; € B. So, for j # s,
Bj[ajwig,z'j] = :‘:bj [ajwij f a,-wij] =41,

Hence Y;**' N is defined by the equation Qy,, 5, = 0. But this polynomial is
of the form z,, — Q' for some variable z,, € {z1,...,2,}, s0 we may substitute z,,
by Q' in the coordinate ring of ¥;“* N to obtain the coordinate ring of Y4 naQ.
Thus, by induction over £, we see that the coordinate ring of ¥;**** N{ is isomorphic
to k[x; | © # po,-..,m)- In particular, this ring is a Unique Factorization Domain.
Therefore, the irreducible polynomial Qy,, s generates the ideal of ¥;*** in the
coordinate ring of Y. O

NoTaTIONS 11.5.20. We set a; = 0...—1...0, the —1 again being at position
ls. Let S; be the Ry-graded module associated to the coherent sheaf Lj o, that is,

“+oo
Sy = @ HYY™, Ly gasar)-
d=0
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N-1
AssumPTION I1.5.21. We assume that a + Z aj is regular.
t=0

CoROLLARY I1.5.22. Denote by Oy'"t the structural sheaf of Y;** and assume
that Y{"** is projectively normal. Then the sequence of R;-modules

(*) OHSt—)Rt'—)RH.l‘—')O

is exact, where the first map ¢s the multiplication by p,., and the second is the natural
projection.
The ezact sequence (*) induces an ezact sequence of sheaves of Oy -modules

0— Li,m+a; = Lim— (Li,m)ly"‘¢+l —0
and a long exact sequence in cohomology

(**) 0 —> HO(Y;ut,Li,m-i-a;) —— HO(Yiut,Li,m) - HO()/;H+1, Li,m) )

L» HY(Y™, Lymia;) ————> -

Hi—l(Ylut-i-l , Ll,m) )

(——) Hi(Yiut 9 Li,m-{-aé) — EI-z (Y—iu’, Li,m) e H'i (l/iuﬂ'l s Li,m) >

C__) Hi+1 (Y‘u:, Li,m+a;) — .

Proof. Since Y;"* is projectively normal, we know that

+oo
Re = P HY (Y™, Ly aa),
d=0
hence the sequence
0 S; —> Ry —2> Ryt 0

is well defined. Moreover, we already know by Corollary 11.5.7 that go = 0.
Let f be an homogeneous element of degree d in R, and suppose that ¢(f) = 0,
that is, f vanishes identically on ¥;"***. Then 5{- vanishes identically on ¥;*** NQ2,
To

hence ©* (z—ég) € k[z1,...,2,] is a multiple of Qy,, b, = ¢* (%). It follows that

f is a multiple pr,, hence f € pi, St = pu(St).
If we consider the coherent sheaves associated to these Rs;-modules and tensor
them by L; m, then we get the exact sequence of sheaves of Oyl“t -modules

0— Limta; = Lim — (Li,m)|y“‘t+1 — 0,

which gives the long exact sequence (*x). O
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THEOREM I1.5.23.

(1): For everyt, the variety Y™ is projectively normal.

(2); For everyi > 0, and every m such that my; = m+ af +--- + aj_, is regular,
HY Y™, Lim) = 0. In particular, H* (Y, L; 4a) = 0 for every d € Zxo.

(3)e If t > 0 and myy, is regular, then the restriction map H°(Y",Lim) —
HO(YM ¥ Ly ) is surjective.

Proof. We proceed by induction over t.

For t = 0, Y{*° = Z;. By Theorem I1.2.6, Z; is projectively normal, and
H¥(Z, Lim) = 0 for ¢ > 0. Assume now that m; = m + a is regular. Since Z; is
projectively normal, by Corollary 11.5.22, we have the exact sequence

0— H%Z, Lim,) = H(Z1, Lim) = H(Y;*, Liym) = H'(Zi, Li,m, )-

Since H(Z;,Lym,) = 0, the restriction map H%(Z;,Liym) — HY(Y™,Lim) is
surjective.
Assume that the theorem is true for a £ > 0.

We shall prove that (1);41 is true. By induction, ¥;** is projectively normal,
so the sequence

0= HOY;", Limtag) = O™, Lim) = HO(G", Lim) — HU(Y, Ly mtaf)

is exact. Moreover, for d € Z3g, by (2); we have H}(Y,"*, Lj,4a) = 0, hence an
exact sequence

0— 8 — B, —» P H(Y;"*, Liga) — 0.
d>0
Since the sequence
0—)St‘—*Rt—*Rt+1 -0

is also exact, we have Ry = EBH 0(Yi”“”, Ligs), that is, Y% is projectively
d>0
normal.

‘We now prove that (2);41 is true. Let m be such that m.;, is regular. Note
that m, is also regular. Since Y** is projectively normal, we have the exact sequence
HY (Y, Lim) — H ", Lim) = H (4™, Limoya)-

N0W1 by (2)tv

m, regular = H'(Y{"*,Lim) =0,
my,; regular = H™*'(Y{", Li mia;) = 0.

Thus, H'i ()’luH—l B Li,m) =0.

Finally, we prove (3)s+1. Since ¥;"*** is projectively normal, we have the exact
sequence

0— HO(Yl‘U-t-I-l’ Li,m+aﬁ+1) — HO(Ylqu’LLm) —_ HO(Y:““,Li,m) — Hl(Yiue+l,Li,m+aé+1)'

Since my. is regular, we have by (2)¢+1 that H*(¥;**", Lim+a;,,) = 0, hence the
restriction map HO(Y;"*, Ly ;) — HO(Y;"*?, L; ) is surjective. O
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N-1
COROLLARY I1.5.24. If my = m+ Z a} is regular, then a basis of H*(Ty, Lim)

t=0
is given by the wo-standard monomials of shape (i, m).

Proof. Since the restriction H%(Z;, Lim)— H o1y, Li,m) is surjective, the stan-
dard monomials pr that do not vanish identically on I'; form a generating set. By
Theorem 11.4.21, these monomials are exactly the wg-standard monomials. By
Theorem I1.3.4, these monomials are linearly independent. O

PROPOSITION I1.5.25. Let pr be a standard monomial of shape (i, m), with m
arbitrary. Then pr decomposes as a linear combination of wy-standard monomials
an Fi.

Proof. With the notation of Theorem 11.4.21, the result is true if my is regular.
If this is not the case, then we set b = b; ... b, with
b = N if j =1, for some ¢,
771 0 otherwise,

and m’ = m+b. Now, m’ satisfies the assumption of Theorem II.4.21. We multiply
pr by pf, ...pY _ to obtain a new monomial pf., where x; = woew;. So pf is of
shape (i, m’) and does not vanish identically on Ty. Now, pf may be non standard,
so we decompose it as a linear combination of wg-standard monomials of shape
(i, m") on T, thanks to Corollary I1.5.24:

Pr{Prs -+ Pra_1) =pr =Y _azw pro.
TII
Since a wg-standard monomial does not vanish identically on I, the columns
 that are in position j; in a tableau T" are maximal, i.e. equal to wywy. Hence
we may factor this linear combination by (pk, ...px._,)", so that pr is a linear
combination of wg-standard monomials. []

COROLLARY 11.5.26. A basis of H*(Ty, Ly yy) is given by the wq-standard mono-
mials of shape (i,m). O

REMARK I1.5.27. In the regular case (m: > 0 for every 7), the basis given by
standard monomials is compatible with I'j: this is no longer the case if m is not
regular, see Remark 11.4.22.
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