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Résumé 

Beaucoup de formes et d'objets en mathématiques de la CAO sont définis à partir du 
cercle à l'aide de transformations géométriques élémentaires ou de déformations. D'où 
l'intérêt de proposer une paramétrisation du cercle comme courbe (BR), image de [O,lt 
bien adaptée à la CAO. Dans les Chapitres 2 et 3, nous déterminons plusieurs polygones 
massiques de contrôle respectivement à 5, 7, 9, 11 vecteurs massiques, permettant 
d'obtenir la fermeture Ck (k = 1 à 5) du cercle complet. Dans chaque cas, nous donnons 
des conditions nécessaires et suffisantes pour n'obtenir que des vecteurs massiques à 
masse strictement positive. 

Plus important est de fournir une paramétrisation du cercle entier aussi uniforme 
que possible. Les représentations précédemment citées comportent deux degrés de 
liberté que nous mettons à profit dans le Chapitre 4 pour obtenir une représentation 
quasi-uniforme du cercle: les images des valeurs i/n de [0,1] sont aussi régulièrement 
espacées que possible sur le cercle. Nous proposons des solutions à 5 et 7 vecteurs 
massiques correspondant à un cercle fermé Cl et C3. La qualité de ces représentations, 
mise en évidence par l'estimation de l'erreur, est confirmée par des figures. 

Au Chapitre 5, nous nous sommes intéressés à un autre problème fréquemment 
abordé en géométrie de la CAO: Pour une courbe rationnelle donnée, peut-on obtenir 
par élévations successives de la longueur, un polygone de contrôle dont tous les vecteurs 
massiques sont à masses positives? Pour certains types de polygones massiques nous 
répondons par quelques conditions nécessaires ou suffisantes, et par une évaluation du 
nombres d'itérations nécessaires. 

Mots-Clés: Courbe B-rationnelle, Cercle, Changement de variable, Régularité, Paramé­
trisation uniforme, Polygone massique, Masse positive, Elévation de longueur. 
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Introduction générale 

Fiorot et Jeannin, dans leurs travaux [1, 2, 3], développés dans l'ouvrage [4], ont pro­
posé une structure générale de représentation des courbes rationnelles appelée courbe 
B-mtionnelle ou courbe (BR). 

Les courbes rationnelles sont formalisées par un polygone massique de contrôle 
constitué d'un nombre fini de vecteurs massiques (vecteurs purs ou points pondérés). 
La manipulation de ces courbes par les systèmes logiciels de CAO et de CFAO bénéficie 
alors de la stabilité optimale de la base de Bernstein démontré par Farouki et Goodman 
[5] sur laquelle repose cette représentation. 

C'est dans ce cadre que se situe le présent travail. 
Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à certains problèmes de 

régularité concernant le cercle, figure fondamentale de la géométrie de la CAO. Il per­
met, par des transformations géométriques affines ou projectives (rotations, symétries, 
projections, ... ) ou des déformations, d'obtenir d'autres courbes (coniques) et surfaces 
(sphères, tores, ... ). La paramétrisation rationnelle naturelle du cercle ne décrit qu'une 
portion de cercle sur l'intervalle d'étude fini de la forme (BR). Dans le but d'obtenir 
un cercle complet, image d'un intervalle fini (ici [0,1]), nous étudions dans le Chapitre 
2 différents changements de variable rationnels de degrés ~, ~, et ~ ou ~. Ils permettent 
d'obtenir un cercle entier fermé respectivement CI, C3 et C5 . 

Les articles de Fiorot, Jeannin et Taleb [6, 7] étudient des méthodes permettant de 
déterminer le polygone massique après un changement de paramètre rationnel quadra­
tique ou homographique. Le Chapitre 3 propose une extension de ces résultats aux 
changements de paramètre de degré quelconque. Nous les utilisons pour déterminer les 
polygones de contrôle du cercle à partir des nouvelles paramétrisations étudiées dans 
le chapitre précédent. Nous énonçons également les conditions nécessaires et suffisantes 
pour lesquelles on obtient un polygone à masses toutes strictement positives. Cette 
dernière exigence répond à la demande actuelle des logiciels de CAO et de CFAO uti­
lisant le format IGES qui n'accepte ni les vecteurs purs, ni les points pondérés de 
masses négatives dans le cadre d'échanges de données. 

Farouki et Sakkalis [8] ont prouvé qu'une courbe différente d'une portion de droite, 
n'admet pas de paramétrage rationnel dont le paramètre soit son abscisse curviligne. 
La courbe ne peut donc pas être parcourue à vitesse constante. Le Chapitre 4 met à 
profit les deux degrés de liberté des représentations du cercle décrites dans le chapitre 
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précédent pour pallier à cette impossibilité théorique. Nous recherchons une représenta­

tion quasi-uniforme du cercle: il s'agit d'obtenir comme images des valeurs .!:.._, i E 
n 

{0, ... , n- 1} de l'intervalle de définition [0, 1], des points aussi régulièrement espacés 
que possible sur le cercle. Nous proposons ici des solutions dans le cas d'un cercle com­
plet obtenu après un changement de variable quadratique ou de degré ~. Des exemples 
numériques confirment l'intérêt de ces résultats. 

Le dernier point de ce travail concerne la détermination de polygones de contrôle 
d'une courbe quelconque, à masses toutes strictement positives, par élévations succes­
sives de la longueur. La courbe décrite par un tel polygone est inscrite dans l'enveloppe 
convexe des II-projections de ses vecteurs massiques. La méthode d'élévation de lon­
gueur permet de conserver la paramétrisation de la courbe. Le Chapitre 5 est con­
sacré à l'étude des conditions que doit remplir un polygone massique initial pour que 
l'on puisse obtenir par cette méthode un nouveau polygone à masses toutes positives. 
Rappelons que ces conditions ne s~mt jamais satisfaites lorsque la courbe présente un 
point à l'infini pour une valeur de -l'intervalle de définition. Dans certain cas, nous 
remarquons que nous obtenons certes un polygone à masses toutes positives mais que 
l'enveloppe convexe des II-projections est trop éloignée de la courbe pour permettre 
une localisation significative de celle-ci. Nous proposons également, dans certains cas, 
une évaluation du nombre d'itérations nécessaires. 
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Chapitre 1 

Introduction-Notations 

Nous rappelons ici quelques définitions et résultats fondamentaux issus de l'ouvrage de 
Fiorot et Jeannin [4] présentant les courbes B-rationnelles. 

1.1 Les courbes Bézier-de Casteljau 

Introduite par de Casteljau [9, 10] et Bézier [11, 12], cette forme permet de contrôler 
une courbe polynomiale d'un espace affine & à l'aide d'un polygone de points de &. 
Cette structure se fonde sur la base polynomiale de Bernstein. 

Définition: La famille de polynômes { Bf(t) = ( 7) (1 - t)n-iti, i E {0, ... , n}} est 

une base de l'espace IPn des polynômes de degré au plus n, appelée base de Bernstein 
de degré n. 

Rappelons que Farouki et Goodman [5] ont prouvé que cette base possède une 
stabilité optimale, dans le sens suivant: Si les coefficients d'un polynôme p exprimé 
dans différentes bases sont affectés d'erreurs aléatoires, les perturbations de la valeur 
p( t) qui en résultent sont minimales pour la base de Bernstein. 

C'est dans cette base que sont définies les courbes Bézier-de Casteljau: 
Définition: Soit P = (P0 , P1 , ... , Pn) un (n + 1)-uplet de points d'un espace affine & 
(R2

, IR?, .. .). On appelle courbe Bézier polynomiale (BP) sur {0,1} la courbe paramétrée 

n 

BP[P](t) = L Bf(t)~ 
i=O 

décrite pour tE [0, 1]. 
• P est le polygone Bézier-de Casteljau ou polygone de contrôle de la courbe. 
• n est la longueur de la courbe (elle est supérieure ou égale au degré du polynôme 

BP[P]). 
Les courbes Bézier-de Casteljau possèdent nombre de propriétés qui les rendent 

particulièrement adaptées au traitement des courbes polynomiales en CAO et en CFAO. 
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Po 

Figure 1.1: Application de l'algorithme de subdivision pour t0 = ~· 

Parmi celles-ci nous pouvons noter les suivantes: 
-Toute courbe polynomiale peut s'écrire sous forme (BP), et réciproquement. 
- La courbe BP[Po, P1 , ... , Pn](t), t E (0, 1] est inscrite dans l'enveloppe convexe 

des points (Po, P1, ... , Pn)· 
-Le nombre d'intersections d'un plan quelconque de E avec une courbe Bézier est 

inférieur ou égal au nombre d'intersections de ce plan avec le polygone de contrôle. 
-L'algorithme de de Casteljau permet de déterminer le point courant d'une de ces 

courbes: 

Proposition 1 : Algorithme de de Casteljau 
Soit P =(Po, P11 •.. , Pn) un (n + l)-uplet de points. La courbe BP[P] peut s'écrire 

n-j 

j=O, ... ,n, BP[P] = LB~-i(t)P/(t) 
i=O 

où les points P/(t) sont déterminés par la procédure DECAST(P0 , H, ... , Pn, t): 

initialisation: ~0 = R, i E [0, 1] 
pour j = 0 à n, faire 

pour i = 0 à n - j, faire 
P/(t) = (1- t)P/- 1(t) + tP/;/(t). 

Le point courant est alors BP[P](t) = P0(t). 

L'une des applications de ce résultat est l'algorithme de subdivision: 
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Proposition 2 Soit t0 un réel et(~, ... , Rn) un (n + 1)-uplet de points de&, nous 
avons pour tout t E R 

BP[~, R1, ... Rn]( tot)= BP[Rg, Rô, ... , J?8](t), 
BP[~, R1, ... Rn](to + (1- to)t) = BP[J?8, Rô-1, ... , ~](t), 

les R{ étant les points fournis par la procédure DECAST(~, ... , Rn). 

Corollaire 1 Avec les données de la proposition précédente, le support de la courbe 
BP[~, ... , RI] est la réunion des supports des deux courbes BP[Rg, Rô, ... , Rô] et 
BP[Rô,Rg-1

, ••• ,~]. 

1.2 L'espace des vecteurs massiques 

Considérons deux espaces affines & et :F de dimensions respectives N et N + 1, tels 
que & soit un hyperplan de :F, et n un point de :F n'appartenant pas à&. On note 
& et ft les espaces vectoriels associés respectivement à & et :F. Enfin, & et !f sont les 
complétés projectifs de ces espaces affines. Dans ce contexte nous définissons l'espace 
& des vecteurs massiques: 
Définition: L'espace des vecteurs massiques(} est l'ensemble & = (&x JR*) U {. 

• Si(}= (m, À) E & x JR*, (} est un point pondéré de masse À. 

• Si (} = i1 E {, (} est un vecteur pur. 

On considère l'application n déterminée par 

n: & 
(m,À) 

Cette application bijective nous permet de définir l'addition et la multiplication 
externe de&. 
Définition: ([4], Déf. 1.2.1.4) 

Nous posons, pour(} et(}' dans & et À ER: 

o œ o' n-l (n(o) + n(o')) 
À* o n-1 

( À.D(O)) 

Proposition 3 ([4], Prop. 1.2.1.5) 
(&, œ, *) est un espace vectoriel réel. 
L'application n : & ~ ft est un isomorphisme linéaire, et dim & = dim ft. 

Nous complétons cette description par la donnée de quelques applications liant les 
différents espaces. 
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La projection canonique de sommet n de F- {0} surE est notée rrn. Elle associe 
à iJ E F le point m, intersection de la droite n + iJ avec { 

rrn : F- {O} ~ t 
~ 

m tel que nm soit colinéaire à iJ 

Proposition 4 L'application rrn est une surjection. 
Si .x. E JR* et iJ E F- {o}, rrn(AiJ) = nn(v). 

Soit II la projection naturelle de f- {0} sur t. 

II: f- {0} ~ & 

0 ~ m si 0 = (m, A) E & x JR*, 

(û)oo si 0 = Ü E {. 

( Ü)oo étant le point à l'infini dans la direction de ü. 

Proposition 5 ([4], Prop. 1.2.2.3) 
TI= IIn oÔ. 
II est une surjection de f- {0} surE. 
Si À E JR* et 0 E f- {0}, II(..\* 0) = TI(O). 

Proposition 6 ([4], Prop. 1.2.2.8) 
L'application x : f ~ 1R telle que 

X(m, À) =À pour (m, À) E & x JR* 
X(Ü) = 0 pourÜE {. 

est une forme linéaire. La valeur x( 0) sem appelée la masse du vecteur massique de 0. 

1.3 Les courbes rationnelles 

Rappelons que toute courbe rationnelle R(t) de & est la IIQ-projection d'une courbe 
polynomiale P(t) de F (Figure 1.2), le choix de P(t) n'étant pas unique. 

Définition: ([4], Déf. 2.2.2.1) 
Etant donné un ( n + 1) -uplet 0 = ( 00 , 01, ... , On) de vecteurs massiques de & i.e. des 

vecteurs de&, nous appelons courbe B-mtionnelle, (BR) en abrégé, de polygone mas­
sique 0, la courbe pammétrée, notée BR[O], décrite par le point BR[B](t) =II [BP[O](t)] 
pour tE [0, 1]. Le nombre n de vecteurs du polygone() est appelé la longueur de BR[O]. 

Explicitons. 
Notons 1 = { i : Bi E & x lR*, Bi = (Pi, ,Bi)}, 
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Figure 1.2: Le cercle comme IH1-projection d'une courbe polynomiale de lR3
. 

BR[O](t) = rr (I: B~(t) * (~, t3i) œ I: B~(t) * v:) . 
iE/ iEÏ 

La forme explicite de BR[00 , 81, ... , On](t) est: 

(1) BR[O](t) = 1-l(l) (~t3iB~(t)Pi + ~B~(t)"U;) 
fJ t zEI iE/ 

si {3(t) =/:- 0 avec {3(t) = Lf3iB~(t), 
iE/ 

(2) BR[O](t) = (~ f3ïB~(t)Pï + ~ B~(t) v:) 
zE/ iE/ 00 

pour ;3(t) = 0 et V (t) = L l3ïB~(t)Pi + L B~(t) ïJ; =1= 0, 
iE/ iEl 

(3) BR[O](t0 ) = lim BR[O](t) 
t-to 

---+ .... 
pour {3(t0 ) = 0 et V (t0 ) = O. 
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BR[O](t) peut être un point à distance finie (Formule {1)), un point à l'infini dans 
la direction de v (point parabolique ou hyperbolique, Formule {2)). Le résultat donné 
par la Formule {3) par prolongement par continuité est toujours défini: c'est soit un 
point à distance finie, soit un point à l'infini. 

Théorème 1 Toute courbe rationnelle peut s'écrire sous la forme d'une courbe (BR) 
et réciproquement. 

Preuve: Voir le Théorème 1 de [2] et le Chapitre 2.2 de [4]. 0 

Rappelons enfin quelques résultats concernant l'élévation de la longueur d'une 
courbe (BR), c'est-à-dire l'expression d'une courbe de longueur n dans une base de 
Bernstein de degré n + k, k E JN*. 

Proposition 7 ([4], Prop. 2.6.1) 
Une courbe {BR) de longueur n, de polygone massique 0 = (00 ,01 , •.. ,On), peut 

également s'écrire comme courbe {BR) de longueur n + 1, dont le polygone massique 
est T = (ro, TI, ... , Tn+d· Il suffit de prendre: 

i n+1-i 
Ti = -- * oi-1 œ 

1 
* oi, 

n+1 n+ 

pour i = 1, ... , n, ou tout autre polygone massique proportionnel à T. 

Ce résultat peut être généralisé, comme dans le cas d'une courbe polynomiale (Farin 
[13], p. 119). 

Proposition 8 Soit k un entier naturel. Une courbe (BR) de longueur n, de polygone 
massique 0 = (00 , 0~, ... , On), peut aussi s'écrire comme courbe (BR) de longueur n+k, 
de polygone massique T = (ro, r 1 , ... , Tn+k)· Il suffit de prendre 

(k) _ 1 ~ (n) ( k ) . 
wi - ( ) ~ 1 ·-z *Wl, JE{O, ... ,k+n}. 

n + k l=O J 
J 

avec la convention (~) = 0 si j < 0 ou si j > k. 

8 



Chapitre 2 

Le cercle comme courbe (BR) 
fermée ck' image de [0,1] 

2.1 Introduction: le cercle comme courbe {BR), 
image de [0,1] 

Considérons le planE, muni d'un repère cartésien (01; ï,j). Le cercle trigonométrique 
est une courbe rationnelle dont les coordonnées sont 

x(t) = 
1- t 2 

1 + t2 

C(t) tE lR = lRU{oo}. (2.1) 

y(t) = 
2t 

1 + t 2 

Il admet donc une forme (BR) dont le polygone de contrôle ne comporte que des 
points pondérés (pas de vecteurs purs). Elle coïncide avec la forme Bézier rationnelle 
classique (Piegl [14], Farin [15], Piegl and Tiller [16]): 

C(t) = BR[wo, w~, w2](t) 

avec 
wo =(A; 1), WI = (B; 1), W2 = (C; 2) 

A=(~), B= G), C= (~) 
explicitement, nous avons: 

BR[w w w ](t) = B&(t)A + Br(t)B + 2Bi(t)C 
0

' 
1

' 
2 B5(t) + Bf(t) + 2B~(t) (2.2) 

Lorsque t décrit [0, 1], nous obtenons un quart de cercle (voir Figure. 2.1), un demi­
cercle pour t E [0, oo], et le cercle entier pour t E lR. 
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o =(A; 1) 

Figure 2.1: Le quart de cercle et son polygone de contrôle. 

Pour représenter le cercle entier comme image d,un intervalle fini, par exemple [0,1], 
Fiorot et Jeannin [4] ont proposé un changement de variable quadratique t = q1 ( u) avec: 

( ) 
_ aB5(u) + {3B~(u) + ')'B~(u) 

qi u - B~(u) (2.3) 

dans les paramétrisations précédentes (2.1) et (2.2). Les trois constantes réelles arbi­
traires a, {3 et î' vérifient a')' < 0, condition nécessaire et suffisante pour que q1 soit 
une bijection de [0,1] dans 1R (qi est croissante si a< 0, et décroissante si a> 0). 

Le support de BR[w]{g_1(u)) quand u décrit [0,1] est donc identique à celui de 
BR[wJ(t) quand t décrit lR. Le nouveau polygone massique () vérifiant BR[B](u) = 
BR[w](q1(u)) est défini par cinq vecteurs massiques qui peuvent être calculés grâce 
à une relation matricielle proposée par Fiorot, Jeannin et Taleb [6] (on trouvera des 
exemples détaillés dans les ouvrages cités précédemment et au Chapitre 3). 

Définissons M(u) = BR[w](q1(u)), u E [0, 1], et notons DiM(u) la ieme dérivée de 
Menu. Nous obtenons: 

M(O) = M(1) = (~1) = W 

DM(O) = (~) DM(1) = ( _ü~) 

D2 M(O) = (~(a~ 2{3)) D
2 
M(l) = (~('y~ ZiJ)) . 

La courbe obtenue est donc C00
, sauf en W, où elle peut n'être que CO. Pour 

qu'elle soit C1 en W (DM(O) = DM(1)), il faut et il suffit que a = -')'. Toutefois, 
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D 2 M ( 0) = D 2 M ( 1) est alors impossible (il faudrait que a = 0). Cette représentation 
du cercle ne peut donc pas être C2 en W. 

Une paramétrisation R(u) du cercle entier, image de (0,1], d'une régularité plus 
élevée peut s'avérer nécessaire. 

Ce cercle sera dit fermé Ok-continûment en W si la paramétrisation R(u) vérifie: 

DiR(O) = DiR(l), pour i = 0, 1, ... , k (2.4) 

Nous allons déterminer R, définie par R(u) = C(r.p(u)), où <pest un changement de 
paramètre bijectif de [0,1) dans 1R aussi simple que possible et vérifiant (2.4). 

Nous avons vu précédemment que la fonction quadratique <p = q1 (voir (2.3)) résout 
le problème pour k = 11 à la condition a = -"'(. Nous étudions en Section 2.2 une 
forme plus générale de changement de variable quadratique, et nous montrons qu'elle 
n'apporte pas d'amélioration de continuité par rapport à q1• Nous donnons des solutions 
de degré plus élevé pour les cas k = 3 (resp. k = 5) en Section 2.3 (resp. en Section 
2.4). Ces résultats ont été présentés dans les communications [17, 18, 19 et 20]. 

2.2 Un autre cercle fermé C1-continûment 

En introduction, nous n'avons envisagé que le cas particulier de changement de variable 
quadratique q1 (2.3) qui correspond à un graphe possédant deux asymptotes, en 0 et en 
1 (voir Figures 2.2). Nt>us allons maintenant étudier le changement de variable corres­
pondant au deuxième graphe présenté en Figures 2.2, ne possédant qu'une asymptote 
en t0 E ]0, 1[. Cette fonction doit également être une bijection de (0,1] dans lR. 

Proposition 9 Soit q2 un changement de variable de la forme 

aB5 + bBr - aB~ 
q2 = B8 + eBr - B~ (2.5) 

avec a, b, e E lR. Le cercle M(t) = C(q2 (t)), t E [0, 1), est fermé C 1-continûment, et 
la fonction q2 est une bijection de {0,1} dans lR. 

Preuve: Soit q2 la fonction définie par: 

aBâ + bBf + cB~ 
q

2 = dB6 + eBr + f Bi 

avec a, b, c, d, e et f E IR. Les cas (a, d) = (0, 0) et (c, f) = (0, 0) sont exclus car q2 

serait alors homographique. Il faut aussi que (d, f) =/: (0, 0) (sinon q2 = qt). 
Le cercle M(t) est fermé C 1-continûment si et seulement si il vérifie (2.4): 

et 

M(O) = M(l), 
DM(O) =DM(!). 
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10 10 

5 

0 1 

-5 -5 

-10 -10 

Figure 2.2: Exemples de graphes de fonctions de type q1 (à gauche) et q2 (à droite). 

Après quelques calculs, nous obtenons les expressions de M(O), M(1), DM(O) et 
DM(1): 

Donc (2.6) est équivalent à 

et 

De (2.8), nous déduisons 

d2- a2 

d2 + a2 
2ad 

d2 + a2 

1 - 2a2 = 1 - 2c? 
d2 + a2 J2 + c2 

P-c? 
J2+c2' 

2cf 
J2+c2" 

ou 

M(1) = (J~t~~) 
/2jc2 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

Après quelques simplifications, on obtient a2 f 2 = c?~. Or af = -cd ne vérifie pas 
(2.6), donc af = cd. 

12 



1) a= 0: 

Selon (2.10), on a donc c = 0, et (2.6) est vérifiée. (2.7) est alors équivalente à 
4b 4b . d =-~,orb -1- 0 (smon q2 = 0), donc f = -d, et 

_ bB~ 
q2 - dB8 + eBr - dB~ (2.11) 

2) a -1- 0: 

De af = cd nous déduisons que f = cd. Les égalités (2.8) et (2.9) sont alors 
a 

vérifiées et (2.7) est équivalente à 

8ad(a + c)(bd- ae) =O. 

et 4(a + c)(rf- a2)(ae- bd)= O. 

(2.12) 

(2.13) 

Pour satisfaire (2.12), il faut que a= 0, ou d = 0, ou bd- ae = 0, ou c = -a. 
Mais: • a = 0 est exclu par hypothèse, 

• d = 0 implique a = 0 et est exclu également, 

• si bd- ae = 0, q2 est une fonction constante, ce que nous ne voulons pas. 

La seule solution est donc c = -a. (2.13) est alors vérifiée et q2 est de la forme 
suivante: 

aBJ + bB~ - aBi 
q2 = dB8 + eBr - dB~ (2.14) 

Cette dernière expression est suffisante pour décrire les deux cas (2.11) et (2.14). 
D'autre part, une fraction rationnelle étant définie à un facteur près, on peut fixer 
d = 1. On a donc 

avec a, b, e E IR. 

aBJ + bB~ - aBi 
q2 = B2 + B2 B2 o e 1- 2 

Il reste à vérifier que cette fonction est bien une bijection de (0,1] dans IR. La dérivée 
de q2 est 

1 ( ) 2(b ) 1 - 2t + 2t
2 

q2 t = - ae (1 - 2t + 2et - 2et2 ) 2 

Le trinôme 1 - 2t + 2t2 n'ayant pas de racine réelle, lÉ!(t) est de signe constant et q2 

est monotone (croissante si b- ae > 0 et décroissante si b- ae < 0). 
Vérifions que le dénominateur de q2 admet exactement une racine dans (0,1] (c'est 

une condition nécessaire pour que q2 soit bijective). Dans le case= 0, le dénominateur 
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t~(e) 

-2 -1 0 

Figure 2.3: Graphe des fonctions t~(e) et tg(e) 

est 1- 2t et admet pour unique racine!, ce qui convient. Supposons maintenant e =/:-O. 
Le dénominateur est alors de degré 2. Il admet deux racines réelles, qui dépendent du 
paramètre e: 

, ( ) 1 - e - v'1 + e2 
to e = ___ 2_e __ _ 

t~(e) = 1- e + y'1 + e2 

2e 

(La Figure 2.3 présente le graphe de ces fonctions.) 
Après quelques calculs algébriques élémentaires, on prouve que 

V e E 1R*, t~(e) E]- oo; 0[ U ]1; +oo[ et tg(e) E ]0; 1[. 

Le dénominateur de Q2 admet une racine unique dans [0,1], et q2 est donc bien une 
bijection de [0,1] dans lR o 

Proposition 10 Soit q2 un changement de variable défini par (2.5). Il existe un change­
ment de variable quadratique de la forme q1 (2.3), défini par a E lR* et /3 E lR, et une 
rotation re de centre r2 1 et d'angle e, tels que le cercle M2(t) = C(q2(t)), tE [0, 1] soit 
l'image, point par point, du cercle M1(t) = C(q1(t)), tE [0, 1], par la rotation re, c'est 
à dire: 

V tE [0, 1], C(q2 (t)) = re(C(qi(t))). (2.15) 
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De plus, o:, {3, et() sont déterminés par les formules suivantes: 

1 +a2 

(2.16) 0: 
ae- b 

{3 
e +ab 

(2.17) 
ae- b 

() - 2 arctan(a) + 1r (2.18) 

Preuve: Notons par (x1(t), y1(t)) et (x2(t), Y2(t)) les coordonnées respectives de M1(t) 
et M 2(t). (2.15) est alors équivalent à 

V tE [0, 1], x1(t)co8(B)- Yl(t)8in(B) = x2(t), 

et x1(t)8in(B)- YI(t)co8(B) = y2(t) 

(2.19) 

(2.20) 

Etudions (2.19): dans la base canonique {1,t, t2, t3 , t4}, x1(t)co8(B)-y1(t)8in(B) et x2(t) 
sont des fractions rationnelles qui peuvent s'écrire respectivement 

et 

Elles sont égales si et seulement si les 9 équations suivantes sont vérifiées: 

ViE {1, ... , 4}, 81,i 82,i 
(2.21) -

81,0 82,0 

ViE {0, ... , 4}, r1,i r2,i 
(2.22) -

81,0 82,0 

Le système (2.21) (les quatre équations obtenues par l'égalité des dénominateurs à un 
facteur près) ne dépend pas de B. Il admet deux couples (o:,{3) de solutions: 

1 +a2 

et {3= 
e+ab 

(2.23) 0:= 
ae- b ae- b 
1 +a2 

et {3= 
e+ab 

(2.24) ou 0: =-
ae-b ae- b 

Remplaçons o: et {3 par leurs valeurs (2.23) dans le système (2.22). Il admet alors pour 
solution: 

1- a2 2a 
cos(O) = -

1 2 et sin(O) = -
1 2

, 
+a +a 

donc 0 = 1r + 2 arctan (a). Cette solution vérifie également (2.20), et donc (2.15). 
Avec la solution (2.24), nous obtenons: 

1 - a2 

cos(O) = -
1 2 

et 
+a 

sin(O) = 
2
a 

2
, 

1+a 

d'où 0 = 1r- 2 arctan (a). Mais cette solution ne vérifie pas (2.20), et doit donc être 
écartée. 0 
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2.3 Un cercle fermé C3-continûment 

Proposition 11 Soit t = cp( u) un changement de variable rationnel bijectif de degré ~ 

(le numérateur est de degré 3 et le dénominateur est de degré 2), tel que cp([O, 1]) = JR, 
défini par: 

( ) 
_ aBg(u) + bBf(u) + ~(3b- 4a)B~(u)- aBg(u) 

cp u - Br(u) 

avec a E JR* et bE JR. 
Le cercle R(u) = C(cp(u)), u E [0, 1), est alors fermé C3-continûment en W. 

Preuve: Pour obtenir cp([O, 1]) = R, nous choisissons 

cp = aBg + bB~ +
2 
cB~ + dBg 

BI 

Déterminons a, b, c, d E 1R satisfaisânt 

DiR(O) =DiR(1), pour i=0,1,2,3. 

Nous avons: 

R(O) = R(l) = ( ~1) = W 

DR(O) = (~) DR(1) = ( ~~) 

a ( ) _ ( ~(3c- 2d) ) 
D R 1 - ~ ( 4 - 92 + 3bd + 9cd - 3d2 ) • 

(2.25) 

A partir des équations DR(O) = DR(1) et D 2 R(O) = D2 R(1), nous obtenons les 
conditions (El): 

(EI) { 
a+d=O et a#O 
4a- 3b + 3c = 0 

(i = 1) 
(i = 2). 

Avec (Et), l'équation D 3 R(O) = D 3 R(1) est automatiquement vérifiée, et nous obtenons 
l'expression de cp proposée en (2.25). Il reste à vérifier qu'une telle fonction est bijective. 
La dérivée de r.p est: 

'( ) _ -~ 1- 2u + 4u
2

- 4u
3 + 2u4 

cp u - 2 x u2(1- u)2 · 
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Avec l'aide de Mathematica, les formules de Cardan nous permettent de vérifier 
que le polynôme 1- 2u +4u2 - 4u3 + 2u4 n'a pas de racine réelle et est toujours positif. 
<pest donc une bijection de [0, 1] dans 1R, croissante si a< 0 et décroissante si a> O. 

D 

Remarque: Avec cette représentation du cercle, nous avons: 

4 _ ( ~2 
( -4 + 18a2 

- 36ab + 27b2
) ) 

D R(O)- ~~ ( -24a + 21a3 + 36b- 54a2b + 54ab2 - 27b3 

( 

192 
( -4 + 18a2 

- 36ab + 27b2
) ) 

D
4 
R(1) = !~ (-24a ~ 19a3 + 36b - 54a2b + 54ab2 - 27b3 

Pour obtenir D 4 R(O) = D 4R(1), il faudrait a = 0, ce qui est exclu. R(u) n'est donc 
pas fermé C4-continûment en W. 

2.4 Deux formes du cercle fermé C5-continûment 

Nous proposons maintenant un cercle cs en W obtenu grâce à un changement de 
variable rationnel <p de degré ~. 

Proposition 12 Soit t = r.p(u) un changement de variable rationnel bijectif de degré 
~ tel que <p([O, 1]) = 1R, défini par: 

_ aB8 + bBf + ~(-af + 2bf- a)Bi + ~(-3af- 2a + 4b)Bj- aB1 
r.p - B[ + f B~ + Bf 

* 1±v'l3 avec a E 1R , b E R et f = 
3 

· 

Le cercle R(u) = C(r.p(u)), u E [0, 1), est alors fermé cs-continûment en W. 

Preuve : Considérons la fonction: 

aB6 + bBf + cBi + dB: + eBt 
r.p = B[ + f B~ + gB~ 

Une telle fonction <p vérifie r.p([O, 1]) = 1R et nous avons: 

R(O)= (~1 ) 

DR(O) = (~) 

R(1) = ( ~1) 

DR(l) = (-~) 
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R(1) = ~(3ef- Sdg + 2eg) 

(2.26) 



D 3 R(1) _ ( W( -3efg+8dg
2
-2eg

2
) ) 

- ~( -e2+6def-3e2 f-16d2g+6ceg+8deg-e2g+16g2
) · 

D4 R(O),D4 R(1),D5R(O) et D5R(1) ont des expressions trop longues pour être ex­
plicitées ici. 

Les équations Di R(O) =Di R(1) i = 1, 2, 3 impliquent, après quelques calculs 

ag+e=O et ae=f:-0 (i=1) (2.27) 

8d + 3af + 4ag- 8bg + 3afg = 0 (i = 2, e est remplacé par -ag) (2.28) 

-4a-24c-12af + 24bf-9aj2-24cg + 24bfg-9af2g + 4al = 0 (2.29) 

(i = 3, d est remplacé par son expression déduite de (2.28) ete est remplacé 

par -ag). 

(2.29) s'écrit aussi 

24(1 + g)c = -4a-12af + 24bf-9af2 + 24bfg-9aj2g + 4ag2
• (2.30) 

Le cas g = -1 est exclu (cp ne serait pas bijective). Nous déduisons donc de (2.30): 

-4a-12af + 24bf-9aj2 + 24bjg-9aj2g + 4ag2 

c= . 
24(1 + g) 

La con di ti on D4 R( 0) = D4 R( 1) est alors équivalente à: 

4-9f2 + 8g + 12fg-9f2g + 8l + 4l=O. (2.31) 

Pour simplifier l'équation obtenue à partir de la condition D 5 R(O) = D 5 R(1), nous 
remplaçons g3 par l'expression tirée de (2.31). Nous obtenons: 

Sachant que g =1- -1, les solutions (f,g) du système formé des équations (2.31) et (2.32) 

( 2 ) (1 ± Jï3 ) sont ±3,o et 
3 

f1 . 
La première solution impliquee= 0, ce qui contredit (2.27). 

La seconde, g = 1 et f = 1 ± 
3
-Jl3, convient. De façon à simplifier les différentes 

expressions, nous remarquons que les valeurs de f représentent les racines du trinôme 
3j2- 2/- 4. Nous remplaçons donc F par ~(2/ + 4). A partir des équations (2.27), 
(2.28) et (2.30) nous obtenons l'expression de cp proposée (2.26). 

Il reste à étudier la monotonie de cp. Nous distinguons les deux cas suivants: 
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1) f = 1 - yT3 
3 

'( ) a( r.-;:;
3

) (1- u + u2)(H y'Ï3- 4) + u- 3u2 + 4u3
- 2u4

) 
cp u = - 5 - v 1.1 . 

8 (1- u)2u2 (~(3- Ji3) + u- u2)2 

Les polynômes 1 - u + u2 et ~ ( Jï3- 4) + u - 3u2 + 4u3 - 2u4 n'ont pas de racine 
réelle. Le premier est toujours positif, et le second, toujours négatif. cp' est donc 
du signe de -a. 

2) f = 1 + yT3 
3 

cp'(u) = ~(5 + M) (1- u + u2)(~( -4- vfi3) + u- 3u
2 + 4u

3
- 2u

4
). 

8 (1- u)2u2 (~(3 + Jï3) + u- u2) 2 

Le polynôme-~( v'l3 + 4) + u- 3u2 + 4u3
- 2u4 n'a pas de racine réelle et est 

négatif. Donc cp' est encore du signe de -a. 

Dans les deux cas cp est bijective (croissante si a< 0 et décroissante si a > 0). D 

Remarque : Avec la paramétrisation R proposée en Proposition 12, nous obtenons, 
après quelques calculs: 

6 6 ( 0 ) D R(O) - D R(l) = ns2o(!±Vl3) 

Le cercle R(u) ne peut donc pas être fermé Ci-continûment en W. 

On peut également obtenir un cercle fermé C5 -continûment avec un changement de 
variable de degré ~. 

Proposition 13 Soit cp un changement de variable rationnel de degré ~, bijectif de 
{0,1} dans R, défini par: 

aB8 + bBf + -Jo(-28a + 45b)B~ + -Jo(-44a + 45b)Bg + i(-8a + 5b)Bl- aBg 
cp= B[ 

(2.33) 
avec a E 1R * et b E R. 

Alors le cercle R(u) = C(cp(u)), u E [0, 1] est fermé C 5-continûment en W. 

Preuve : Considérons la fonction 

rn= aB8 + bBf + cB~ + dBg + eB~ + fBg 
., Bf 
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Nous avons: 

3 ( ) _ ( ~ ( 4a - 5b) ) 
D R 0 - :: ( -4 + 10a2 - 25ab + 25b2 - 10ac) 

3 _ ( ~(5e- 4!) ) 
D R(1)- ]i-(4- 25e2 + 10df + 25ef- 10j2) . 

D 4 R(O), D 4 R(1), Ds R(O) et ns R(1) ont des expressions trop complexes pour être 
exprimées ici. Les équations DiR(O) = DiR(1), i:::: 1,2,3,4 sont équivalentes à: 

a + f = 0 et a =1 0 ( i = 1) 
8a- 5b + 5e = 0 (i = 2, Lest remplacé par -a) 
3b- 2c- 2d + 3e = 0 (i:::: 3, a est remplacé par ~(5b- 5e)) 
-6b + llc- 7d = 0 (i = 4, e est remplacé par H -3b + 2c + 2d)). 

Ces conditions impliquent également que ns R(O) = ns R(1). Elles nous permettent 
d'écrire c, d, e et fen fonction de a et b. Nous obtenons ainsi l'expression de cp proposée 
(2.33). 

Il reste à vérifier que cp est bien une bijection. 

'( ) _ a 3 - 6u + 13u2 
- 20u3 + 25u4 

- 18us + 6u6 

cp u - -6 · (1- u)2 u2 · 

Le polynôme 3- 6u + 13u2 - 20u3 + 25u4 - 18us + 6u6 n'a pas de racine réelle et est 
toujours positif. cp est donc bijective (croissante si a< 0 et décroissante si a> 0). 

D 

Remarques : • Avec cette représentation du cercle, quelques calculs nous permettent 
de remarquer que: 

D
6
R(O)- D

6
R(l) = ( -~:"') 

et donc que R ne peut pas être fermé C6-continûment en W. 
• Pour obtenir un cercle fermé C1-continûment (resp. C3-continûment) 

en W, nous avons utilisé un changement de paramètre de degré % (resp. ~). Une 
paramétrisation fermée cs -continûment est obtenue avec un changement de variable 
de degré ~ ou ~. En étudiant les changements de variable de degré intermédiaire, i, ~, ~ 
respectivement, nous retrouvons les expressions des cas ~ ou ~- Ils ne permettent pas 
d'obtenir une meilleur régularité que le C3

. Nous ne détaillerons donc pas cette étude. 
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Chapitre 3 

Courbes (BR) et changements de 
variable, formule générale et 
applications: différentes forllles 
(BR) du cercle 

3.1 Introduction 

Dans le chapitre précédent, nous avons utilisé des changements de variables rationnels 
de degré ~, ~ et ~ ou ~ pour obtenir une paramétrisation du cercle fermée respective­
ment C1 , C3 et C5 . Nous avons donc été amenés à déterminer les polygones massiques 
de ces nouvelles représentations. Fiorot, Jeannin et Taleb [6, 7] donnent des formules 
matricielles permettant d'obtenir le nouveau polygone de contrôle d'une courbe ra­
tionnelle dans le cas d'un changement de variable homographique ou quadratique. Nous 
proposons ici une extension de ces résultats, où cette fois le changement de variable 
rationnel est de degré quelconque. Nous obtenons ainsi une représentation matricielle 
permettant de déterminer le polygone de contrôle de la nouvelle paramétrisation, en 
fonction de celui de la représentation initiale. Puis nous donnons deux algorithmes 
correspondant, l'un, au cas général, l'autre, à un changement de variable ayant pour 
dénominateur Br(u). 

Grâce aux résultats du chapitre précédent, nous explicitons les différents polygones 
massiques de contrôle des cercles fermés C1, C3 ou cs, ainsi que les matrices qui 
permettent de les déterminer. Ces polygones comportent respectivement cinq vecteurs 
massiques pour le cercle C 1 , sept pour le cercle C 3 et neuf ou onze (suivant le change­
ment de paramètre utilisé) dans le cas d'un cercle fermé cs. Des conditions nécessaires 
et suffisantes permettant d'obtenir dans chaque cas un polygone constitué uniquement 
de points pondérés de masse positive complètent cette étude. Elles répondent, comme 
nous ravons déjà dit dans l'introduction, à une exigence de certains logiciels. 
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3.2 Une relation matricielle 

Considérons un changement de variable rationnel F, défini sur [0,1] (bijectif de [0,1] 
dans F([O, 1])), s'écrivant: 

A(u) 
F(u) = B(u), u E (0, 1], (3.1) 

où A et B sont deux polynômes premiers entre eux. Notons m le plus grand des degrés 
respectifs de A et B ( m = sup{ deg(A), deg(B) } ). A et B s'expriment dans la base 
de Bernstein de degré m: 

m m 

A(u) = L aiB;n(u) et B(u) LbïB;n(u), u E [0, 1], (3.2) 
i=O i=O 

où ai et bi, i E {0, ... , m} sont des réels. 

Lemme 1 Soit P(T1 , T2 ) un polynôme homogène de degré n de variable T1 et T2 , et 
soit A(U1, U2) et B(U1, U2), deux polynômes homogènes de degré m en U1 et U2. 

Alors Q(U1,U2) P(A(U1,U2),B(UbU2)) est un polynôme homogène de degré 
n.m. Il s'écrit 

nm 

Q(U1,U2) = l:8ïl!fm-iu4 
j=O 

Proposition 14 Soit BR[w](t) une courbe {BR) de longueur n, et soit F un change­
ment de variable défini précédemment {3.1). Nous avons 

BR[w](F(u)) = BR[O](u), 

où 0 est un polygone massique de longueur nm. 

Preuve: De la même façon que pour démontrer la Proposition 2 _je l'article [6], on 
considère (T1 , T2 ) les coordonnées homogènes cartésiennes de t E lR relativement au 
repère cartésien projectif ( oo, 0, 1). 

On a alors t = ~: si T2 -=1- 0 et t = oo si T2 =O. 
Soient (U1 , U2 ) les coordonnées homogènes barycentriques de u relativement au 

repère barycentrique projectif (0, ! , 1) de 1R 
On a alors U1 = À(1 - u) et U2 = Àu, À E 1R*, si u E 1R, 

U1 = À et U2 = -À, À E 1R, si u = oo. 
Dans ces repères, t = F(u) peut se réécrire: 
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Notons respectivement A(U1, U2) et B(U1, U2) ces deux polynômes. On a 

Or, V À E JR*, VVE ê, 1r(.-\V) = 1r(V), donc 

B R[w]( t) = Il (~ ( 7) ytr;:-i li iw0 ) (3.3) 

nm 
Q(UI, U2) = LDï[Jfm-iUJ 

i=O 

Donc 

Posons (Ji = i E {0, ... , nm}. 

On a alors: 

BR[w](t) - Il (~ ( n~) urm-ï U~(Ji) (3.4) 

- Il(~ (n~) Ànm-i(l- urm-iÀiui(Ji) 

- Il ( Ànm ~ ( n;n) (1- urm-iui(Ji) 

- II (~ B~m(u)(Ji) 
- BR[8](u) 

0 
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Proposition 15 Avec les notations précédentes, pour chaque i E {0, ... , n}, on note 
Ci;, j E { 0, ... , nm}, les coefficients du développement suivant 

nm 

(A(U1, U2))i (B(U1, U2)t-i = LCï;urm-ju4. 
j=O 

Le polygone massique () se déduit du polygone w par la relation matricielle: 

où K F est la matrice ( nm + 1) x ( n + 1) dont le coefficient à la ligne i et colonne j est 
Ci;, et où les matrices D 1 et D2 sont les suivantes: 

D 1 = diag ( ( n:) , ( n~) , ... , ( ~:)) 
et 

D2 = diag ( ( ~) , ( ~) , ... , ( ~)) 
Preuve: On a vu lors de la démonstration précédente ((3.3) et (3.4)) que 

t (~) TtT;-i b. iWo 
i=D z 

t (~) (A(U1, U2)/ (B(U1, U2)t-i ~iwo 
i=O z 

t (7) (fCi;U~m-iu4) D.iwo 
t=O J=O 

Ï: (t (7) Cï;b.iwo) U~m-iu4 
J=Û t=D 

Donc, par identification ( n;n) Bi= ta ( 7) Cïib.iw0 V j E {0, ... , nm }, 

et Oi = ( l ) f (~) Cïjb.iwo V jE {0, ... ,nm}, 
nm i=O z 
j 

d'où la relation matricielle proposée. 0 

24 



3.3 Algorithme de calcul de la matrice Kp 

Lemme 2 Avec les notations précédentes et pouri E {0, ... , n} (A(U1, U2 ))i et (B(U1, U2 ))i 
s'écrivent respectivement: 

mi 
""' .. umi-j r;:i L....t alJ 1 2 
j=O 

mi 

'L /3iju~i-ju4 
j=O 

(3.5) 

(3.6) 

où les coefficients ai; et f3ï; sont déterminés en fonction des coefficients ak et bk, k E 
{0, .. L. ,m} définis en {3:2), grâce à l'algorithme suivant: 

aoo = 1 
/3oo = 1 
pour j = 0, ... ,m 

ali= (7) ai 

f31j = (7) b; 

pour i = 2, ... , n 
pour j = 0, ... , n.m 

k=O 
aii = 0 
/3ij = 0 
tant que (k ::; m et k ::; j) 

aii = aii + ( ~) akai-l,j-k 

/3ij = /3ij + ( ~) bkf3i-l,j-k 

k=k+1 

Preuve: Montrons que les coefficients aij, i E {0, ... , n}, j E {0, ... , mi}, calculés 
par cet algorithme vérifient bien l'égalité (3.5). Pour cela, raisonnons par récurrence: 

Initialement, pour i = 0, la vérification est immédiate. Pour i = 1, nous avons 

mi 
""' .. umi-iui L....t alJ 1 2 
j=O 
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Supposons que (3.5) soit vérifiée pour i- 1 E {0, ... , n- 1 }, et montrons qu'elle 
l'est alors également pour i. Nous avons: 

(A(Ull U2))ï-I A(Uil Uz) 

(

m(i-1) ) 
" . .um(i-1)-iu.i L....J Œt-I,J 1 2 
j=O 

m mi-j j 
mi( ()) ~ I: .ai-l,l k ak ul u2 
]=0 l+k=J 

Or Œi-I,l n'existe que si l ~ 0 i.e. k::; j, de même ak n'existe que si k::; m, donc 

or l'expression de Œïj donnée dans l'algorithme est bien 

inf{m,j} ( ) 
Œij = L 7 akŒi-I,i-k 

k=O 

L'égalité (3.5) est donc vérifiée. 

(3.7) 

La démonstration est identique pour les coefficients f3ïi, i E {0, ... , n }, j E {0, ... , mi} 
et l'égalité (3.6). 

0 

Proposition 16 Les coefficients Cïj, i E {0, ... , n}, j E {0, ... , mn} définissant la 
matrice Kp sont calculés en fonction des coefficients Œïj et f3ïi, i E { 0, ... , n}, j E 
{0, ... , mi} grâce à l'expression: 

kl 

Cïj = L Œik·f3n-i,j-k, 
k=ko 

avec ko = sup{O,j- m(n- i)} et k1 = inf{mi,j}. 

Preuve : Rappelons que les coefficients Cïi sont définis par le développement 

nm 
(A(U1,U2))i (B(U1,U2)f-i = l:Cïiu~m-iu{ 

j=O 

Or, selon le Lemme 2 
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donc 

(A(U1, U2))i (B(U1, U2)t-i f (m~i) O:ïkf3n-i,l~n-l-ku;+z) 
k=O l=O 

= ~ ( 2:: O:ïk!3n-i,l) u~n-ju4. 
j=O l+k=j 

Or O:ïk n'existe que si 0 ::; k ::; mi. De même, f3n-i,l n'existe que si et seulement 
0::; l ::; m(n-i), c'est-à-dire 0 < j- k::; m(n- i), ou encore k <jet k ~ j -m(n-i). 
En notant ko = sup{O,j- m(n- i)} et k1 = inf{mi,j}, on a 

En identifiant cette expression avec (3.8), nous obtenons 

kl 

Cij = L O'.ik·f3n-i,j-k· 
k=ko 

3.4 Cas particulier: B ( u) . Br ( u) 

0 

La plupart des changements de variable que nous avons proposés au chapitre précédent 

sont de la forme F(u) = :f(~), u E [0, 1], où A(u) est un polynôme de degré m = 2, 3 

ou 5, et B~(u) = 2u(l- u) est le deuxième polynôme de la base de Bernstein de degré 
2. Dans ce cas, certains coefficients de la matrice Kp sont nuls. Nous proposons donc 
ici un algorithme différent de celui développé par le Lemme 2 et la Proposition 16 et 
utilisant les propriétés propres à ce cas particulier. 

Dans la suite, nous appellerons polynôme homogène associé à un polynôme P 

de degré au plus m, P(u) = ~piB;n(u), le polynôme P(U1, U2) = ~ ( 7) Piu;n-iu~. 
Nous remarquons que P n'est pas unique, mais dépend du degré de la base de Bernstein 
dans laquelle est exprimé P. 

Nous définissons donc la relation #entre deux polynômes homogènes Pet P' par: 
P#P' si et seulement si P et P' sont associés à un même polynôme P. 

Lemme 3 La relation # vérifie quelques propriétés élémentaires: 
(i) # est une relation d'équivalence. 
{ii) Si P#P' et si P et P' sont de même degré, alors P = P'. 
{iii) Si P#P' et Q#Q', alors (Px Q)#(P' x Q'). 
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Preuve: 
(i) Cette propriété est évidente. 
(ii) Supposons que P#P' et degré (P) = degré (P') = m. Notons respectivement 

{ Ào, ... , Àm} et {J.to, ... , J-Lm} les coefficients de P et P'. Il existe un polynôme P auquel 

Pet P' sont associés. On a donc P = L "! ÀïB~ et P = L "! P,iB~. Or m ( )-1 m ( )-1 
i=O ~ i=O ~ 

l'expression de P dans la base de Bernstein de degré m est unique donc, pour tout 

i E {0, ... ,m}, (7r\. = (7r1

p; et À;= p;, d'où P = P' 

(iii) Supposons que P#P' et Q#Q'. Il existe donc deux polynômes Pet Q auxquels 
sont associés respectivement Pet P', et Q et Q'. 

Montrons que Px Q est associé à Px Q. Notons 
n m 

P(u) = LPïBf(u) et Q(u) = LQiB~(u). 

Nous avons donc: 

P(u) x Q(u) 

D'autrepart, on a 

i=O i=O 

(tapiBf(u)) x (~qiB~(u)) 

~ c~~' P;q•BJ(u)B;:'(u)) 

"f. c~/;q• (;) (:')) (n~mrBi+m(u) 

P(U1,U2) = t (~) Pïuf-ïU~ et Q(U1,U2) = f (rr:) qiur-iu~. 
i=O ~ i=O ~ 

Donc: 

(3.9) 

En comparant cette dernière expression à celle obtenue en (3.9) pour P(u) x Q(u), on 
constate que P x Q est associé à P x Q. On montre de la même façon que P' x Q' 
est également associé à P x Q (éventuellement dans des bases de Bernstein de degrés 
autres que net m). On obtient ainsi (iii). 

0 
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Lemme 4 Soit P un polynôme de degré au plus p. Soient P (resp. P') le polynôme 
homogène associé à P lorsqu'il est exprimé dans la base de Bernstein de degré p (resp. 
p + r, rE IN*). Ces polynômes s'écrivent donc: 

p p+r 
P(U~, U2) = LJ.li,pur-iu~ et P'(U1, U2) = LJ.li,p+rur-r-iu~. 

i=O i=O 

Les coefficients J.li,p+r se déduisent alors des coefficients f.Li,p par la relation de récurrence: 

Pour jE {1, ... ,r} J.lo,p+i = /.LO,p+i-1 = f.Lo,p, 

j.lp+j,p+j = J.lP+j-1,p+j-1 = J.lp,p, 

pour i E {1, ... ,p + j- 1} f.Lï,p+i = f.Li-I,p+j-1 + f.Li,p+i-1 

Preuve: Notons (Pi,n)ie{o, ... ,n} les coordonnées de P dans la base de Bernstein de 
degré n (n;:::: p). Soit j E {1, ... , r }, les formules d'élévation de longueur (Chapitre 1, 
Proposition 1) nous permettent d'exprimer les coefficients Pi,p+i en fonction des Pï,p+i-1: 

On en déduit: 

Po,P+j = Po,P+j-1, 

PP+i,p+j = PP+i-1,p+j-!, 

pour i E { 1, ... , p + j - 1} 
i p+j-i 

Pi,P+i = p + j Pï-1,p+i-1 + p + j Pi,p+i-1 

J.lo,P+j = Po,P+j = Po,P+j-1 = J.lo,p+j-1' 

j.lp+i,P+i = PP+i,P+i = PP+i-1,p+i-1 = j.lp+j-1,P+j-1, 

pour i E { 1, ... , p + j - 1} 

f.Lï,p+i = (p ~ j) Pï,p+i 

(
p + j) i (p + j) p + j - i 

= i · p + jPï-1,p+i-1 + i p + j Pï,p+i-1 

(p + j- 1) (p + j- 1) = i _ 1 Pi-1,p+i-1 + i Pi,p+i-1 

= /.Li-1,P+j-1 + /.Li,p+j-1 

0 

Proposition 17 Soit F une fraction rationnelle définie pouru E [0, 1] par (3.1) avec 
B(u) = 2u(u- 1). Les coefficients Cïj, i E {0, ... n},j E {0, ... mn} de la matrice KF 
associée (Proposition 15) sont déterminés par l'algorithme ci-dessous. Comme cette 
matrice n'est pas pleine (les coefficients Cïi de KF tels que j <n-i ou j >mn- n + i 
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sont nuls), nous ne calculons que les coefficients non nuls: pour chaque i E {0, ... ,n}, 
nous déterminons d'abord les coefficients "f~k' en (CI). Puis nous en déduisons les autres 
"f}k par itérations successives en ( C2). Enfin, nous obtenons les coefficients Cii à partir 
des "ft, en ( C3). 

pour i = 0, ... , n 
(C1) pour j = 0, ... ,mn 

si j < n - i ou j > n - i + mi alors "f~,i = 0 
sinon si i = 0 "(~ . = 2n 

si i = 1 "{~ = 2•-l (j _ :' + 1) a;-n+l 

1 Inf{mJ-n+i} ( ) 
· · > 2 i """' m i-1 

sz z - "fo,j = 2· ~ k .ak·"fo,j-k+l 
k=O 

(C2 ) pour k = 1, ... ,mn- 2(n- i)- mi 
'"Vi - '"Vi 
t~,n-i - tk-l,n-~ _ 

"'' - "'' tk,n-i+mi+k- tk-l~n-i+mi+k-1 

pour j = n - i + 1, ... , n - i + mi + k - 1 
1L = "fLt,j-1 + 1L1,j 

(C3 ) pour k = 0, ... ,mn 
si k < n - i or k > mn - n + i Cïk = 0 

. i 
sznon Cïk = "t(m-2)(n-i),k 

Preuve: Montrons que les coefficients Cïk, obtenus grâce à cet algorithme, vérifient 
bien: 

nm · 

L Cik urm-ku~ = (A(Ut, U2))i (B(Ul, U2)r-i' 

k==O 

où A et B sont les polynômes homogènes de degré m, associés respectivement à A et 
à B = Bi. Nous détaillons la preuve en quatre étapes. 

(a) Dans ce cas particulier, nous avons, avec les notations introduites précédemment, 
B(U1, U2)#(2U1U2), car ils sont associés au polynôme Bf. 

Donc, selon le Lemme 3 (iii}, nous avons 

Or, selon la relation (3.5), Lemme 2, nous avons: 

mi 

(A(U1, U2))i = I:aij u-;ni-ju4, 
j=O 

donc 
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d'où la relation 

mi 2::: 2n-ia:ij u;_nï+n-i-ju~-i+j 

j=O 

mi+n-i 
"' 2n-i . . . rrmi+2(n-i)-jU.j 
L..... O:t,;-n+t U1 2 

j=n-i 

mi+n-i 

(A(Ul, U2))i (B(Ub U2)f-i # L 2n-io:i,j-n+i u;_nï+2(n-i)-ju~ 
j=n-i 

(3.10) 

(b) Montrons que, ViE {0, ... , n}, V jE {n-i, ... , n-i+ mi}, "'L = 2n-ia:i,j-n+i· 

Pour cela, raisonnons par récurrence: 

Pour i = 0, 'Y~,i = 2n = 2na:00 (car selon le Lemme 2, a:00 = 1). 

Pour i = 1, on a, pour j E { n - 1, ... , m + n - 1}, 

i 2n-I ( m ) 
'Yo,j = j _ n + 1 ai-n+l· 

Or selon le Lemme 2, ŒI,j-n+I . (j _: + 
1

) ai-n+l, donc "'L = 2n-IO:l,j-n+I· 

Soit i E {2, ... n}, supposons l'assertion vraie pour i- 1, et montrons qu'elle l'est 
alors pour i. 

L'algorithme nous donne une expression récursive des 'YL, n-i< j < n-i+mi: 

1 inf{m,j-n+i} ( ) . 
i "' m t-I 

'Yo,j 2 L..... k ak"/o,j-k+l 
k=O 

inf{m~n+i} l (m) n-i+l 
L..... 2 k ak2 Œi-l,j-n+i-k 
k=O 

inf{m,j-n+i} ( ) 
2n-i "' m L..... k akO:i-l,j-n+i-k· 

k=O 

En remplaçant j par j- n + i dans (3.7) (démonstration du Lemme 2), nous 
obtenons 

inf{m,j-n+i} ( ) 

L: ~ ako:i,j-n+i-k = o:i,j-n+i, 
k=O 

d i _ 2n-i one "fo,j - O:i,i-n+i· 

Pour alléger les notations, nous noterons dans la suite À= mi+ 2(n- i). 
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( c) Montrons que 

On a 
mi+n-i mi 

" i umn->.-ju.j - " i u>.-ju.j 
~ '"Yo,i 1 2 - ~ '"Yo,j 1 2 

j=n-i j=O 

avec '"Y~.i = 0 si j <n-i ou j >mi-n+ i. 

Or la relation de récurrence (C2 ) de l'algorithme permettant de déterminer les 
coefficients '"Y:nn->.,j en fonction des coefficients '"Y~.i est identique à celle du Lemme 
4· Les polynômes homogènes respectivement associés à ces deux suites de coeffi­
cients sont donc associés, à une élévation de longueur près, à un même polynôme, 
donc 

Par récurrence sur k, on montre aisément que, pour tout i E {0, ... ,n} 

V k E {1, ... , mn- À}, si j <n-i ou j >mi+ n-i+ k, alors 1L = 0, 

donc pour k = mn - À 

mn mn-n+i 
" i TTTnn-ju.j _ " i umn-ju.j 
~ '"Ymn->.,j U 1 2 - ~ '"Ymn->.,j 1 2 ' 
j=O j=n-i 

donc 

( d} Conclusion: 

De (b) et de (3.10), nous déduisons que 

(A(U1, U,))' (B(U1, U,))"-' # c~:· -rLut-;ug) . 

Donc, selon ( c), # étant une relation d'équivalence, on a par transitivité 

(A(U1, U,))' (B(U1, U,))"-' # (];~_>:..n->,;u;""-;U§) . 
Ces deux polynômes sont de même degré mn, donc, selon le Lemme 3 {ii) 
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Or, selon (C3 ), Cïi = 0 si j <n-i ou j >mn- n + i, Cïi = "'f:nn->.,j sinon. Donc 

mn mn-n+i 
L c~/f~n-iu4 = L "Y:nn->.,ju;nn-iu4 = (A(U~, U2))i (B(U~, U2)t-i. 
j=O j=n-i 

3.5 Forme (BR) des cercles Ck, k = 1, 3, 5 

3.5.1 Forme (BR) du cas quadratique 

0 

Nous avons vu précédemment Chapitre 2 (2.3) que le changement de variable quadra­
tique suivant donne une représentation du cercle M(u) = C(q1(u)) fermée C1-conti­
nûment en W = (-1,0). 

Nous utilisons soit les résultats de Fiorot, Jeannin et Taleb [6], soit les résultats 
précédents: la Proposition 17 nous fournit les coefficients Cïi de la matrice Kp de la 
Proposition 15. Nous avons 

0 
0 

Kp= 4 
0 
0 

0 a2 
2a 4a/3 
4/3 4/32 - 2a2 et Dï1KpD2 = 
-2a -4a/3 

0 a2 

((-1, !); a/3) si /3 =1 0 
((0, a); 0) si /3 = 0 

((-1,!);-a/J) si /3#0 
((0, -a); 0) si /3 = 0 

(( -1, 0); a 2). 
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Bo = 84 = (W; 1) 

()3 = -j' 

Figure 3.1: Le polygone de contrôle d'un cercle C1 en W. 

Exemple: Avec a= 1 et /3 = 0, la courbe rationnelle (M) a pour vecteurs massiques 

Oo = (W; 1) 
{)1 = J 
82 = (D; !) avec D = (3, 0) 
{)3 = -J 
84 = (W; 1) 

La Figure 3.1 montre une représentation de ce polygone. 

Remarque : Dans ce cas, nous ne pouvons pas obtenir uniquement des poids stricte­
ment positifs, car 83 = -81 quels que soient a et /3. Il est cependant possible d'obtenir 
exclusivement des masses positives en élevant une fois la longueur de ce polygone. 
Récemment, Chou [21] a proposé une telle représentation du cercle entier via une voie 
algébrique. 

Après l'élévation de longueur, nous obtenons les vecteurs massiques suivants: 

34 



Figure 3.2: La région hachurée représente le domaine défini par (SI)· 

Bi={ 

U,={ 

ff,={ 

B~ = { 

IJI -
u5-

(( -1, a;4.6); %(a+ 4,8)) si a+ 4,8 # 0 
((0, ~a); 0) si a+ 4,8 = 0 

((~,~(a+ 2,8)); 0) si 2 + 2,82 + 2a,B-a2 = 0 

((~,~(-a+ 2,8)); 0) si 2-a2-2a,B + 2,82 = 0 

((-1,- a_:4.6); ia(a-4,8)) si a-4,8 # 0 
((0, -~a); 0) si a-4,8 = 0 

Les conditions pour n'obtenir que des points pondérés de masses strictement posi­
tives (pas de vecteur pur) sont donc 

{ 

a( a + 4,8) > 0 
a(a- 4,8) > 0 

(SI) 2- a 2 + 2a,B + 2,82 > 0 
2 - a 2 

- 2a,B + 2,82 > O. 

Le domaine déterminé par (Sr) est représenté en Figure 3.2. 
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3.5.2 Forme (BR) d'un cercle fermé C3-continûment 

Le changement de variable donné au Chapitre 2, Section 3 (2.25), qui vérifie les condi­
tions de régularité C3 en West 

( ) _ aB8(u) + bBf(u) + ~(3b- 4a)B~(u)- aBî(u) 
cp u - Bf(u) 

avec a E 1R * et b E 1R. 
Grâce aux Propositions 15 et 17, nous obtenons les matrices KF et Dï1 KpD2 

0 0 a2 

0 2a 6ab 
4 2a+6b -2a2 +6ab+9b2 

Kp= 8 -2a+12b -2a2 - 6ab + 18b2 

4 -4a + 6b a2 -12ab + 9b2 

0 -2a 2a(a-3b) 
0 0 a2 

0 0 a2 

0 2a ab 
..!. 4 3 t-c -2 a2 + 6 ab+ 9 b2) 
~5 15 (a + 3 b) 

Dï1KFD2= 5 H-a+6b) l (- a2 - 3 ab + 9 b2) 
4 1~(-2a+3b) 1

1
5 ( a

2 - 12 ab + 9 b2) 15 
0 2a ~(a- 3b) -3 3 2 
0 0 a 

Nous en déduisons l'expression du polygone de R(u) = C(cp(u)): 

Bo = 

((-l,;b);ab) si b#O 
((0, ~a); 0) si b = 0 

(( 1
8
5' 1

4
5 (a+ 3b)); 0) si x(02) = 0 

( 4+a2+12a-9b2 4(-2a+3b) )· 1 (4 ( 2 12 b 9b2))) · 
4-(a2+12ab-9b2)' 4-(a2+12ab-9b2) ' 10 - a + a - Sl 

((~, ~( -2a + 3b)); 0) si x(B3) = 0 
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Figure 3.3: Le domaine défini par (52 ) est la zone hachurée. 

((:5 , 1~(-5a+3b));O) si x(84) = 0 

( ( -1, 4a~ab), ~ ( 4a - 3b)) si 4a - 3b tf 0 
((0, -~a); 0) si 4a- 3b = 0 

86= ((-l,O);a2). 

Rappelons que x(8) est la masse de 8 (Chapitre 1, Proposition 6). 

Le système (52 ) ci-dessous regroupe les conditions nécessaires et suffisantes pour 
obtenir un polygone à masses strictement positives. 

ab> 0 
4- (2a-3b)(4a+3b) > 0 

(52 ) 4- (a2 + 12ab- 9b2
) > 0 

4 + (8a- 3b)(2a- 3b) > 0 
a(4a- 3b) >O. 

Le domaine déterminé par ces inéquations est présenté Figure 3. 3. 
Exemple : Avec a = ~ et b = 1~ qui vérifient les conditions de (52), le cercle a pour 
polygone massique (voir Figure 3.4): 
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• 

e5 = CPs; M) 
• 

() - (P. . 371 ) 
• 2- 2, 1500 

() - (P. . 431 ) 4- 4l ï500 

Figure 3.4: Les sept vecteurs massiques d'un cercle C 3 en W. 

Bo = (W;i) 

(Jl = (Pt; 2~) avec P1 = (-1, 2
9°) 

()2 = (P.. 371 ) 
21 1500 

p. (429 80) avec 2 = 371 , 53 

()3 = (P3; 2
6
io) p e31 10) avec 3 = 69 ,- 69 

()4 _ (P . 431 ) 
- 4l 1500 

p (369 640) avec 4 = 431' -431 

Os -(P,·ll) - s, 60 avec P5 = ( -1, -i~) 

()6 = Oo. 
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3.5.3 Forme (BR) d'un cercle fermé C5-continûment: cas ~ 
Le changement de variable de degré~ donné au Chapitre 2 (2.26) est 

_ aBt + bBt + !(-af + 2bf- a)Bi + :t(-3af- 2a + 4b)Bi- aB! 
cp - Bt + f B~ + B~ 

R * b lR f 1 ± .JI3 N b ' . lifi t· l t . avec a E , E , = 
3 

. ous o tenons, apres s1mp ca 1on es ma nees 

Kp et D!1 KpD2 

0 
0 
16 
48f 

0-
4a 
16b+6af 
-8a- 12af + 48bf 

a2 

8ab 
-6a2 + 16b2 - 6a2 f + 12abf 
-4a2 -16ab- 6a2 f-

24 ab f + 48 b2 f 
80 + 24f -32 a + 80 b - 42 a f + 24 b f 19 a2 - 64 ab + 80 b2 + 24 a2 f-

84abf + 24~ f Kp= 
48f -40 a - 36 a f + 48 b f 36a2 - 80ab + 42a2 f-

72 ab f + 48 b2 f 
16 -8a+ 16b -18af 22a2 - 16ab + 16b2+ 

24a2 f- 36ab f 
0 -4a 2 a (2 a- 4 b + 3 a f) 
0 0 a2 

0 0 a2 

0 a ab 
4 8b+3af -3a2 +Sb2 -3a2 [+6ab[ 
7 7 14 

u -2a-3a[+12b.l -4a2 -16ab-6a2 .l-24ab[+48b2 t 
7 7 56 

4 (10+3 /) -32a+80 b-42a .l+24 b t 19a2 -64ab+80b2 +24a2 f-84ab[+24b2 f. 
Dï1KFD2 = 35 35 70 

6/ -10a-9af+12b f 18a2 -40ab+21a2 f-36abf+24b2 f 
7 7 28 

4 -4a+8b-9a.l 22a2 -16ab+l6b2+24a2 f.-36abf 
7 7 28 

0 -a a (2a-4b+3a!) 
4 

0 0 a2 
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Nous en déduisons le polygone massique: 

Os= 

Os= 

((-l,i);ab) si b=f:O 
( ( 0, a); 0) si b = 0 

((
8+a2(3+3f)-6abf-8b2 6af+16b ) • 8-a2 (3+3!)+6abf+8b2

) si 
8-a2(3+3f)+6abf+8b2' 8-a2(3+3f)+6abf+8b2 ' 14 

((
24f+a2 (2+3f)+4ab(2+3f)-24b2 f -a(8+12f)+48bf ) • 
24f-a2(2+3f)-4ab(2+3f)+24b2 f' 24f-a2(2+3f)-4ab(2+3!)+24b2 f ' 

( (
80+24f-a2 (19+24/)+ab(64+84f)-b2(80+24/) -a(64+84f)+b(160+48/) ) . 
80+24f+a2(19+24f)-ab(64+84f)+b2(80+24f)' 80+24f+a2(19+24f)-ab(64+84f)+b2(80+24/) ' 

((
24f-a2 (18+21f)+ab(40+36f)-24b2 j -a(40+36f)+48bf ) . 
24f+a2(18+21f)-ab(40+36f)+24b2 f' 24f+a2(I8+21f)-ab(40+36f)+24b2 f ' 

( c~~' -a(Io+;f)+I2bf) ; 0) si x(Os) = 0 

((
8-a2 (II+l2f)+ab(8+18f)-8b2 -a(8+18!)+16b ) . 8+a2 (1I+I2f)-ab(8+18f)+8b2 ) 

8+a2(11+12f)-ab(8+18f)+8b2' 8+a2(11+12f)-ab(8+18!)+8b2 ' 14 

( ( -1 -4 ) . a(a(2+3f)-4b)) . a(2 + 3f) - 4b -1- 0 
'a(2+3f)-4b ' 4 SI 1 

((0, -a); 0) si a(2 + 3!)- 4b = 0 

((-l,O);a2). 
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-

Figure 3.5: Le domaine défini par (83) est la zone hachurée. 

Si f = 
1 

-
3
Jf3, il est impossible d'obtenir un cercle n'ayant que des points 

pondérés de masses positives, car les conditions x(01) > 0 et x(07) > 0 sont con-

d. . D l f 1 + Jf3 l d. . d' . l . tra ICtmres. ans e cas = 
3 

, es con It1ons permettant avorr exc us1vement 

des poids positifs sont les suivantes 

ab> 0 
8- (4 + Jï3)a2 + 2(1 + Jï3)ab + 8b2 > 0 
8(1 + JI3) - (3 + Jï3)a2 

- 4(3 + Jï3)ab + 8(1 + Jl3)b2 > 0 
(83) 8(11 + JI3) + (27 + 8M)a2

- 4(23 + 7JI3)ab + 8(11 + M)b2 > 0 
8(1 + JI3) + (25 + 7Jï3)a2

- 4(13 + 3M)ab + 8(1 + Jï3)b2 > 0 
8 + (15 + 4Jï3)a2 

- 2(7 + 3JI3)ab + 8b2 > 0 
a((3 + JI3)a- 4b) >O. 

Le domaine défini par ces conditions est illustré par la Figure 3.5. 

Exemple: Nous pouvons choisir a= 1 et b = 1 qui vérifient les conditions (S3 ). Le 
polygone du cercle est alors 

Oo = (W: 1) 

02 = (Q2·, 1 + Vï31I43) Q _ ( 2-M 18+2Vï3) avec 2 - 14+Jî3' 14+Jî3 
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82- (Q 0 Hb:TI) - 2, 14 • 

8 = (Q . lll-4v'I3) 
4 4, 70 

• 

8o = 8s = (W; 1) 

8 = (Q . 11(-l+v'I3)) 
5 s, 28 

• 

87 = (Q7; -l"\v'I3) 
• 

86 = ( Qs; 17-124v'I3) 
• 

Figure 3.6: Les neuf points pondérés d'un cercle C5 en W. 

e - (Q 0 l+llv'ï3) 3- 3, 28 

e = (Q 0 lll-4VI3) 
4 4, 70 

8 = (Q . uc-I+v'I3)) 
5 5, 28 

8 = (Q . 17-2v'I3) 6 6, 14 

8- = (Q-· -l+Vi3) 
1 1' 4 

Bs = eo. 
La Figure 3.6 illustre cet exemple. 

a ec Q - (5(3+v'I3) 4(1+3v'ï3)) 
v 3- l+llJiâ' l+11Jî3 

a ec Q _ (5(13+4v'Ï3) I2(7-v'ï3)) 
v 4 - lll-4Ji3 ' lll-4Ji3 

Q - ( 27+5vlï3 4( -9+Vi3) ) 
avec 5 - ll(-l+J'i3)' n(-I+Vli3) 

Q - (-1+2v'I3 2-6Vl3) 
avec 6 - 17-2'\IÎ3' 17-2Vli3 
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3.5.4 Forme (BR) d'un cercle fermé C5-continûment: cas ~ 
Au Chapitre 2 (2.33), nous avons montré que les conditions de continuité C 5 en W 
peuvent être également obtenues avec un changement de variable défini par: 

_ aB8 + bBf + -fo(-28a + 45b)B~ + -io(-44a + 45b)B~ + H-8a + 5b)Bf- aB~ 
~- m 

avec a E R * et b E R. 

Par le processus décrit précédemment, nous obtenons les matrices Kp et Dï
1 KpD2 

0 0 a2 
0 2a lOab 
4 2 (3a+5b) -56 a.2+90 a Id 75 b2 

3 

24 
2 ( -19 a.+90b} 2 (-44a2-95a.b+225b2 ) 

3 3 

60 
50(-5a+9b~ 5 (128a2-750ab+675b2) 

3 9 

Kp= 80 40 (-4a + 5b) 
2 ( 1223a2 -3600ab+2250b2) 

9 

60 
10 ( -47 a+45 b} 5 { 656a2-1410a b+675 b2) 

3 9 

24 
10{-25o.+18b} 10 (76a2-125a b+45b2) 

3 3 

4 2 (-lla+5b) 
5 (56a2-66ab+l5b2) 

3 
0 -2a 2a(8a-5b) 

0 0 a2 

0 0 a2 
0 2a ab 5 
4 4(3a+5b} -56a2+90ab+75b2 

45 45 135 
1 _19a + b -44a2 -95ab+225b2 
5 10(~5a+9b} 180 
2 128a2 -750ab±675 b2 

7 63 378 

Dï
1
KFD2 = 20 20{-4a+5b} 1223 a 2 -3600 a b+2250 b2 

63 63 1134 
2 2(-47a+45b) 656a2-1410 a b+675 b2 

7 63 378 
1 -25a + b 76a2 -125 a b+45 b2 

5 18 36 
4 4(-lla+5b) 56a2-66ab+l5b2 

45 45 27 

0 -2a a (Ba-5 b) 
-5- 5 

0 0 a2 

Le polygone de contrôle de R(u) = C(<p(u)) est donc 

Bo = ((-l,O);a2 ) 
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Os= 

((-1,ib);ab) si bf=O 

((0, ~a); 0) si b = 0 

(( 
12+56a2-90ab-75b2 12(3a+5b) ) . 1 ( 2 2 2 ) 
12-56a2+90ab+75b2 ' 12-56a2+9üab+75b2 , 135 1 - 56a + 90ab + 75b ) si 

((
8 4(3a+5b)) ) . ( ) 

45 ' 45 i 0 SI X ()2 = 0 

((
36+44a2+95ab-225b2 2(-19a+90b) ) . 1 ( 2 2 ) 
36-44aL95ab+225b2 ' 36-44aL95ab+225b2 ' 180 36 - 44a - 95ab + 225b ) 

si x(03) :/= 0 

( ( 
108-128a2 +750ab-675b2 60( -5a+9b) ) . 1 ( 2 2 ) 
108+128a2-750ab+675b2' 108+128a2_750ab+675b2 , 378 108 + 128a - 750ab + 675b ) 

( ( 
360-1223a 2 +3600ab 2250b2 360( -4a+5b) ) 
360+1223a2-3600ab+2250lJ2 ' 360+1223a2-3600ab+2250b2 j 

11
1
34 (360 + 1223a2 - 3600ab + 2250~)) si x(05 ) f= 0 

((:~, 20
c-:;+sb)) ;0) si x(Os) = 0 

((
108-656a2+1410ab 675b2 12(-47a+45b) ) . 1 2 ) 
108+656a2-1410ab+675b2' 108+656a2-1410ab+675b2 , 378 (108 + 656a - 1410ab + 675b

2
) 

si x(06) ::fi o 

((
36-380a2+625ab-22Sb2 10(-25a+18b) ) 1 2 2 ) 
36+380a2-625ab+22Sb2' 36+380a2-625ab+225b2 ; l80 (36 + 380a - 625ab + 225b ) 

81 = si x(07) ::fi o 

( (~, -2s~t8b); o) si x(07) = o 
44 



Bs = 

9, = { 

Bw = 

Figure 3.7: La zone hachurée désigne le domaine défini par (S4). 

(( 12-280a2+330ab-75b2 12(-lla+Sb) ) . 1 (12 280 2 330 b 75b2)) 
12+280a2-330ab-t-75b2' 12+280aL330ab+75b2 ' 135 + a - a + 

si x(8s) =/:. 0 

( ( -1, Ba-=_25b) ; ~ ( 8a - 5b)) si 8a - 5b =/:. 0 

( ( 0, -~a); 0) si 8a- 5b = 0 

((-l,O);a2). 

Les conditions pour que toutes les masses de ce polygone soient positives, illustrées 
par la Figure 3. 7, sont 

ab> 0 
12 - 56a2 + 90ab + 75b2 > 0 
36- 44a2 - 95ab + 225b2 > 0 
108 + 128a2 - 750ab + 675b2 > 0 

(S4 ) 360 + 1223a2 - 3600ab + 2250b2 > 0 
108 + 656a2 -1410ab + 675b2 > 0 
36 + 380a2

- 625ab + 225b2 > 0 
12 + 280a2 - 330ab + 75b2 > 0 
a(8a- 5b) > 0 
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8 _ (R . 736) 
2 - 2, 3375 

• 

80 = 810 = (W; 2~) 

89 = (Rg; 1
1is) 

8 - (R . 311) 3- 3, 1125 . 
• 
84 = (R4; ~~) 

8 _ (R . 4246) 
• 5 - 5, 14175 

•8 _ (R . 1192) 6- 6, 4725 

• 8s = (Rs; A6
5 ) 

Figure 3.8: Les onze points de contrôle d'un cercle C5
• 

Exemple: Pour a= b =~nous obtenons le polygone suivant {Figure 3.8): 

Oo = (W; 2~) 

avec R1 = ( -1, 1) 

() _ (R . 736) 
2- 2, 3375 R ( 17 30) avec 2 = - 92 , 23 

() _ (R . 311) 3- 3, 1125 R ( 139 355) avec 3 = 311 , 311 

R ( 311 75) avec 4 = 364' 91 

() _ (R . 4246 ) 
5 - s, 14175 R ( 2377 920) avec s = 2123' 2123 

() _ ( D~· 1192) 
6- -'4>, 4725 

D~ (377 15) avec -'4> = 298' -149 

R - (49 35) avec 7 - 41 , - 41 
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Os= ( Rs; {;5 ) avec Rs = (~, -~) 

09 = ( Rg; 1~5 ) avec Rg = ( -1, -i) 

810 = Oo. 

Les valeurs a = b = ~ vérifient les inéquations du système (S4 ). Les masses du 
polygone sont donc toutes positives. 
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Chapitre 4 

Paramétrisation quasi-uniforme du 
cercle entier 

4.1 Introduction 

Une courbe n'admet pas de paramétrage rationnel BR[B](t), t E [0, 1] dont le paramètre 
t soit son abscisse curviligne (Farouki et Sakkalis [8]). Ceci implique que la vitesse de 

d b 
dBR[B](t) , . . c . 

parcours e cette cour e dt n est Jamros une 10nct10n constante. 

Toutefois, une représentation à "vitesse quasi-constante" d'une courbe rationnelle 
peut se révéler très utile, voire indispensable, pour les représentations graphiques in­
formatiques (CAO, images de synthèse ... ) et les applications en robotique, par exemple 
pour minimiser le nombre de points nécessaires au tracé d'une courbe, ou pour définir la 
trajectoire d'un outil. Nous traitons ici le cas du cercle entier. Récemment, le problème 
a été abordé par Blanc et Schlick [22] dans le cas d'arcs de cercle, à l'aide de change­
ments de paramètre quadratiques. Le cercle entier est ensuite obtenu en joignant des 
arcs avec la régularité C1

. Farouki [23] a donné une méthode permettant de traiter les 
courbes Bézier à l'aide de changements homographiques laissant invariant l'intervalle 
de définition. 

Nous proposons ici des paramétrisations rationnelles BR[B] du cercle complet per­
mettant d'obtenir, pour des valeurs ti = * pour i E { 0, ... , n}, régulièrement espacées 
sur l'intervalle [0,1], des images BR[B](ti) aussi régulièrement espacées que possible. 
Nous disons alors que la paramétrisation BR[B], ou la distribution des points BR[B](ti), 
est quasi-uniforme. Cette étude a fait l'objet de quelques communications [17, 19, 24 
et 25]. 

Nous étudions d'abord (Section 4.2}, une paramétrisation de degré 2/2 d'un arc 
de longueur 28 du cercle trigonométrique. Une telle représentation possède un degré 
de liberté que nous utilisons pour déterminer une paramétrisation aussi uniforme que 
possible. La modélisation proposée conduit à un problème d'optimisation non linéaire 
que nous remplaçons par un problème asymptotique correspondant à un nombre infini 
de points. La solution de ce problème fournit une paramétrisation de l'arc de cercle 
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assez uniforme pour () ~ ~. 
L'objet principal de ce chapitre est la recherche d'une paramétrisation quasi-uniforme 

du cercle entier. 
En Section 4.3, nous posons le problème de façon générale. Les changements de 

paramètres quadratiques et cubiques introduits pour représenter le cercle entier comme 
image de [0,1] dépendent de deux constantes arbitraires. Dans le cas d'un cercle C 1 (Sec­
tion 4.4), correspondant à un changement quadratique, nous aboutissons de nouveau à 
un problème d'optimisation non linéaire auquel nous substituons comme précédemment 
en section 4.2 son problème asymptotique. Nous obtenons une valeur optimale des deux 
constantes qui détermine la forme (BR) de longueur 4 de ce cercle. Pour le cercle fermé 
C3 (Section 4-5}, la complexité du problème ne nous permet pas de traiter formellement 
le problème asymptotique. Toutefois la solution obtenue pour n = 10 points s'avèrent 
excellente pour un nombre quelconque de points. La forme (BR) correspondante est de 
longueur 6. Quelques figures montrent la qualité des paramétrisations proposées. 

4.2 Paramétrisation quasi-uniforme d'un arc de 
cercle 

La représentation la plus simple d'un arc de cercle sous forme de courbe (BR) est de 
degré 2. Elle est définie par 3 vecteurs massiques wo, w1, w2 , qui, comme nous allons 
le voir, sont définis à un paramètre près. Nous exploiterons ce degré de liberté pour 
obtenir une distribution des points aussi uniforme que possible. 

Soient Mo et M2 deux points du cercle trigonométrique, définissant un arc de cercle 
de longueur 20. On peut déterminer un repère cartésien (fh, î,jj de telle sorte que 
les coordonnées respectives des points Mo et M2 soient Mo= (sinO,cosO) et M2 = 
(- sin(), cos 0) comme le montre la Figure 4.1. Le lemme suivant détermine la forme 
générale du polygone de contrôle de l'arc de cercle M0M 2 dans ce repère. 

Lemme 5 L'arc de cercle MoM2 décrit précédemment est défini par le polygone mas­
sique (w0 , w1 , w2 ) si et seulement si il existe un réel p E 1R~, tel que 

wo ((sin(), cosO); 1) 

w2 = ((- sinO, cosO); p2
) 

Preuve: Le polygone de contrôle "usuel" de l'arc de cercle M0M2 est constitué de 

trois vecteurs massiques: To = (M0 ; 1), TI = ( ( 0, co~()) ; cos()) et T2 = (M2; 1). 

On sait que tous les arcs de coniques sont paramètres à un changement de variable 
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Figure 4.1: L'arc de cercle déterminé par les points Mo et M2 . 

homographique hp près, avec 

pu 
hp(u) = (1 ) , u E [0, 1], 

pu+ -u 

où p E R~ (si p < 0 on obtient l'arc de cercle complémentaire de celui qui nous 
intéresse). 

En utilisant le Corollaire 5.2 de l'article [7], nous obtenons le résultat annoncé. 
0 

Proposition 18 Le paramètre p, fonction de fJ, qui détermine la distribution de points 
la plus uniforme pour l'arc de cercle MoM2 de longueur 20 est la solution du problème 
d'optimisation ( P1,n): 

Minimiser TJ + O.p sous les contraintes: 
% · <P n,p,8 ( ~) - fJ ~ T} , i E { 0, ... , n - 1} 

- %. cl>n,p,8 (;) + fJ ~ T} , i E { 0, ... , n - 1} 
TJ ?: 0 et p ?: O. 

où cl>n,p,e(t) = 2. arctan ( (~psinfJ) / ( 1- ~ + ~pcos fJ 

1 1 1 ) +t(-2 +- + -p2 + 2pcosfJ- 2-pcosfJ) + t2(1- p2
- 2pcosfJ) ) . 

n n n 
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Preuve: Soient nE 1N* et ti=_:, i E {O, ... ,n}. Notons M(t) = BR[wo,w1,w2](t) n 
le point courant sur l'arc de cercle, et (X(t), Y(t)) ses coordonnées, tE [0, 1]. 

Nous cherchons la valeur de p telle que la longueur de l'arc de cercle M(tï)M(tï+1) 

soit aussi proche de l'arc idéal 
28 

que possible, pour tout i E { 0, ... , n - 1}. 
n 

Pour calculer M(tï)M(ti+1), nous faisons intervenir l'abscisse curviligne: 

Nous en déduisons après quelques calculs que M(ti)M(tï+l) = cl>n,p,o(tï) où cl>n,p,8 est 
la fonction définie ci-dessus. Nous voulons donc déterminer la valeur de p E R~ mini­
misant: 

ou, n étant une constante: 

2() 
max cl>n po( ti)-- , 

iE{O, ... ,n-1} ' ' n 

. max 1!!.2 .cl>n,p,o(ti) - 8,. 
zE{O, ... ,n-1} 

En notant rJ cette dernière valeur, nous obtenons (P1,n)· 

Définition d'un problème asymptotique (?1,00): 

Minimiser rJ + O.p sous les contraintes: 
9p,o(t) :::; rJ , tE [0, 1] 

- 9p,o(t) :::; rJ , t E (0, 1] 
rJ 2: 0 et p 2: O. 

, ( ) psin8 () ou (} t = -
gp, (1 - t) 2 + 2pt cos()+ t2(p2 - 2p cos 8) 

0 

Justification: Considérons cl>n po(t) comme une fonction de~. On peut alors déterminer 
'' n 

son développement limité au voisinage de 0, à l'ordre 1. On obtient 

~-cl>n,p,o(t)- () = 9p,o(t) + n.o (*), 
d'où le résultat proposé. 0 

La résolution du problème (Pt,oo) faisant intervenir une démonstration assez longue, 
nous proposons tout d'abord comme résultat intermédiaire le lemme suivant. Il per­
met de substituer un nouveau problème (?{,00 ) ne comptant que cinq contraintes au 
problème (P1,oo) qui en comporte une infinité. 
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Figure 4.2: Exemple de graphe de la fonction 9p,e(t). 

Lemme 6 Le problème (Pt,oo) est équivalent au problème (P~,00): 

avec 

Minimiser rt + O.p sous les contraintes: 
gp,e(O) ~ rt 

- 9p,e(O) ~ rt 
9p,e(1) ~ rt 

- gp,e(1) ~ rt 
M(p, 8) ~ rt 

rt 2: 0 et p 2: O. 

M(p,8) = { 
9p,e(tp,e) si tp,e E [0, 1) 

0 sinan 

t 

1- pcos8 
où tp,e = est l'unique valeur de 1R pour laquelle 9p,e(t) admet un 

p2 - 2p cos () + 1 
maximum. 

Preuve: Soient pet rt deux réels positifs. Si (p, TJ) vérifie les contraintes de (?1,00), 

il est évident qu'il vérifie également celles de (?{,00 ). Réciproquement, supposons que 
(p, TJ) vérifie les contraintes de (P{,

00
) et montrons qu'il vérifie aussi celles de (?1,00 ). 

Remarquons tout d'abord que: 

(gp,e(t) ~ rt V t E [0, 1]) ~ (suptE[0,1](9p,e(t)) ~ rt) 

(-gp,e(t):::; TJ V t E (0, 1]) ~ (suptE[O,l](-gp,B(t)):::; rt) 
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En étudiant le comportement de la fonction gp,e(t), nous remarquons d'une part, 
que le dénominateur (1- t)2 + 2ptcosfJ + t2 (p2 - 2pcosfJ) est strictement positif pour 
p > 0, (} E ]0, 7r[ et t E R. D'autre part, sa dérivée n'admet qu'une seule racine 

t = tpo = 
2 

1
; pco~fJ 

1 
sur R, correspondant à un maximum de gpe(t) {Figure 

' p - pcos + 
4.2}. Pour étudier les contraintes de (Pl,oo), on doit donc envisager deux cas: 

• 1er cas: tp,e rt. [0, 1], donc M(p, 0) =O. 
La fonction 9p,e(t) est monotone sur [0,1] et SUPte(o,1](9p,e(t)) = gp,o(O) ou 9p,o(l), 
or (p,TJ) vérifie les contraintes de (P;, 00 ), donc 9p,e(O) s; TJ et 9p,e(l) s; TJ· 
On en déduit que SUPte(o,1](9p,e(t)) ::; TJ. 

__ De même, SUPte[o,IJ( -gp,e(t)) = -gp,o(O) ou - 9p,e(l), d'où 
SUPte[O,l]( -gp,e(t)) s; TJ. 

Donc, selon (4.1), (p, TJ) vérifie les contraintes de (g,00 ). 

• 2eme cas: tp,e E [0, 1], donc M(p, 0) = 9p,o(tp,e), et 
SUPte[O,l](9p,o(t)) = gp,o(tp,o), or (p, TJ) vérifie les contraintes de (P~,00 ), 
donc M(p, 0) = 9p,o(tp,o) s; TJ, d'où SUPte[o,1](9p,o(t)) s; TJ. 
De même, SUPte[o,1](-gp,o(t)) = -gp,o(O) ou - gp,o(l) donc 
SUPte[D,l]( -gp,o(t)) s; TJ. 

De (4.1), on déduit également que (p, TJ) vérifie les contraintes de (P1,00 ). 

Proposition 19 Pour tout(} E ]0, 11"[, la solution de (P1,oo) est 

_ 
1 

t _ { (}- sin(} si (} E ]0, 80 ] 

p = e TJ = 2tan~- 0 si 0 E ]Oo,7r[, 

où 00 ~ 1.97475 radians est l'unique racine dans]O, 11"[ de l'équation 

() - sin () = 2 tan ~ - (). 

0 

(4.2) 

Preuve: Selon le Lemme 6, la solution de (P1,oo) est celle de (P{,00 ). Rappelons que 
p = 1. Nous déterminons tout d'abord la plus petite valeur de TJ telle que (p,TJ) soit 
une solution réalisable de (P{ 00 ). Par la suite, nous noterons fi cette valeur. 

· 1 -cos e 1 , 
Pour p = 1 nous avons t-po = 

2 2 
() = - E ]0, 1[. Donc, TJ est realisable pour 

' -cos 2 
(P{, 0 ,,) si 

sup{ 9-p,e(t-p,o), -gp,o(O), -gp,e(l)} ::; TJ. 

La plus petite valeur de TJ vérifiant cette inéquation est 

TJ = sup{ 9p,o(t-p,o), -gp,o(O), -gp,o(l)}. 
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or gp,8 ( 0) = gp,e ( 1) = sin 8 - 8, et gp,e ( t-p,e) = si~ 
8 

( 1 - cos 8) - 8 = 2 tan ~ - 8, donc 

1J = 1] = sup{8- sin8, 2 tan~- 8}. 

Si nous notons 8o l'unique solution de l'équation 8- sin 8 = 2 tan~ - 8 dans ]0, rr[ 
(77 ~ 1.97475). 

Montrons que cette solution réalisable (p, rj) est la solution de (P{,""). Considérons 
(p0 , 1Jo) une solution réalisable de ce problème vérifiant 1Jo ~ Tj. 

• 1er cas : 7fj = 8 - sin 8. 

(p0 , 1Jo) vérifie les contraintes de (P{,00), donc -gpo,e(O) ~ 1Jo ~ Tj, 
d'où 8- Po sin 8 ~ 8- sin 8, et par suite p0 ~ 1. 
De même, -gPo,e(1) ~ 1Jo ~ Tj, donc Po ~ 1. On en déduit que Po= 1. 

2 8 
• 2eme cas: 7fj = ~8(1- cos8)- 8 (= 2tan-- 8). 

sm 2 
• • 71" 1 - p cos 8 

Ceci n'est possible que SI 8 2: 8o 2: -
2 

(cf. (4.2)). Comme tPo e = 2 2 8 'p-cos+1 
appartient [0,1], nous en déduisons M(p0 , 8) = 9po,e(tpo,e). 

De même que précédemment, (p0 , 1Jo) est réalisable pour (P{,ocJ, donc 
M(p0 , 8) ~ 1Jo ~ 7fj soit encore 9po,e(tpo,e) ~ rj. Par suite, en remplaçant tpoe et 7fj 
par leur valeur, il vient simplement (p0 - 1)2 ~ 0, d'où p0 = 1. 

Dans les deux cas p0 = 1. Or nous avons vu précédemment que, dans ce cas, la plus 
petite valeur de 1J telle que (p, 17) soit réalisable est Tj, donc 7fj ::; 1Jo, d'où 7fj = 1Jo· La 
solution de (Pf,00 ), donc de (PI,oo) est bien (p, 77) défini précédemment. 

0 

Remarque : La valeur p = 1 est indépendante de 8, et correspond en fait au polygone 

de contrôle usuel dont les vecteurs sont 70 = ( (sin(}, cos 0); 1), 7I = ( ( 0, co~ (}) ; cos 8) 
et 72 = ( (- sin(}, cos 8); 1) . 

Notons que fJ représente, à un facteur! près, la différence maximale entre la vitesse 

"d' l (} 1 . d a . dBR[8](t) E a . I ea e 2 et a vitesse e parcours euectiVe: dt . n euet, nous avons Ici 

fJ = ~~~~9p,B(t)j, 

or, par définition (Problème asymptotique (PI,oo)), 
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() = 7r 
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() = Oo 

... 

() = ~ 
2 

(j = 77r 

8 

. .. 

Figure 4.3: Quelques exemples de répartitions de points pour différentes valeurs de O. 
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4 2 

Figure 4.4: Courbe représentative de la fonction rJ. 

donc 

max llim (!!:.
2

M(tï)M(tHI)- o) 1, 
iE(O,lJln->oo 1 

1 1. (M(tï)M(tHI)) 20 -max 1m -
2 iE(O,l) n ..... oo ti+l - ti 

_!.max ldBR[O](t) - 201. 
2 iE(O,l) dt 

La valeur de fj est une fonction de () dont la Figure 4.4. donne le graphe. Nous 
observons que si la distribution de points sur l'arc de cercle est satisfaisante pour () ::; i (i.e. fj ::; 0.55), elle devient très irrégulière pour de plus grandes valeurs de (), 

comme le montre la Figure 4.3. En fait TJ tend vers l'infini quand() tend vers 1r. Cette 
paramétrisation ne peut donc pas donner de distribution acceptable pour un cercle 
presque entier. Pour le cercle entier, nous utiliserons donc les paramétrisations de plus 
haut degré obtenues au Chapitre 2. 

4.3 Un cercle entier: le problème 

Nous avons vu au Chapitre 2, Section 2.1 que le cercle ( C) admet la paramétrisation 
rationnelle (2.1) déduite de la paramétrisation trigonométrique du cercle (cosÀ; sinÀ) 

en posant u =tan~, où À= angle (r,n1C(u)) est l'argument de C(u) (voir la Figure 

4.5). 
Pour représenter ce cercle comme image de l'intervalle [0, 1], nous avons utilisé un 
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Figure 4.5: Le point M(t) et son argument À. 

changement de variable <p: [0, 1] ~ R. Notons M(t) = C(cp(t)), on a alors 

tE [0, 1] ~ u = cp(t) ER~ M(t) E (C). 

Soit ti = ~ pour i E {0, ... , n- 1 }. On cherche cp de telle sorte que les points M(ti) 
soient aussi régulièrement espacés que possible sur le cercle. 

Lemme 7 Avec cp, M et ti définis précédemment, un changement de variable cp permet 
d'obtenir une distribution de points M(ti) aussi uniforme que possible si cp minimise 
la valeur 1J satisfaisant 

iE{O, ... ,n-1}. 

Preuve: On cherche un changement de variable u = cp(t) tel que M(t) = C(cp(t)) 
donne une distribution de points aussi uniforme que possible. La relation entre .À et t, 
cp(t) = tan~ nous permet d'écrire .À comme fonction de t: À(t) = 2 arctan( cp(t) ). 

Il nous faudrait obtenir n arcs de cercle M(ti)M(ti+l) de même longueur. Le cercle 
' d 1 d A l al ' 2

7r etant e rayon 1, cette ongueur oit etre eg e a - et 
n 
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n faut donc que 'P minimise la valeur suivante: 

. max j>.(ti+l)- >.(ti) -
2

11" 1· 
lE{O, ... ,n-1} n 

Nous avons 

Nous cherchons donc r.p minimisant 

1
2 t ( 

r.p(ti+1)- r.p(ti)) 211"1 max . arc an - - , 
iE{O, ... ,n-1} 1 + r.p(ti+1)r.p(ti) n 

ou ( n étant une constante dans ce problème) 

max ln. a,;ctan ( r.p(tï+1) - r.p(ti) ) - 1r . 

iE{O, ... ,n-1} 1 + r.p(ti+1)r.p(ti) 

Nous devons donc déterminer le plus petit 'Tl (fonction de r.p) vérifiant 

1 
( 

r.p(ti+1)- r.p(ti) ) . { } 
n. arctan 

1 
( ) ( ) - 1r ~'Tl t E 0, ... , n- 1 . + 'P ti+l 'P ti 

0 

4.4 Solution pour un cercle fermé C1-continûment 

Au Chapitre 2, nous avons vu qu'un cercle fermé C1-continûment peut être obtenu 
grâce à un changement de variable quadratique de la forme 

aB5 + f3Bt- aB~ 
q1 = B~ , (2.3) 

avec a E R * et (3 E R. 
Nous voulons déterminer a et (3 définissant la distribution de points la plus uniforme 

pour une paramétrisation rationnelle du cercle de degré 4/4. 

Proposition 20 Les paramètres a et (3 qui déterminent la distribution la plus uni­
forme sont solutions du problème d'optimisation (P2,n): 

Minimiser Tl + O.a + 0.(3 sous les contraintes: 
n.Qcx,/3,n(ti)- 7r ~ 'T], i E {0, ... , n- 1} 

- n.Qcx,J3,n(ti) + 7r ~ 'T], i E {0, ... ,n -1} 
Tl~ o. 

où 

( 
ql(t + ~)- ql(t) ) 

Qa,/3,n(t) = arctan ( 1 ) ( ) . 
1 + q1 t +; q1 t 

58 



Preuve: Cette proposition est une reformulation directe du Lemme 7, avec cp= q1 . 

0 

Plutôt que de résoudre pour chaque n le problème précédent, nous lui substituons 
le problème asymptotique (P2,oo) suivant. 
Définition du problème asymptotique associé à (P2,n): 

Minimiser 1J + O.a + 0./3 sous les contmintes: 
9a,f3(t)- 1r ~ 1J (Dt), tE [0, 1] 

- 9a,{3(t) + 7r ~ 1J (DD, tE [0, 1] 
1J "2: 0, 

avec 
-2a:(1- 2t + 2t2) 

9a,{3(t) = (2t2- 2t)2 + (a:(2t- 1) + /3(2t2 - 2t))2" 

Justification: Considérons Qaf3n(t) comme une fonction de !. Son développement , , n 
limité au voisinage de 0, à l'ordre 1 est alors 

1 1 
Qo;,{3,n(t) = --9a,{3(t) + o(-) 

n n 

avec 9a,f3(t) définie ci-dessus, donc 

lim (n.Qa{3n(t)) = 9af3(t), V tE [0, 1]. 
n~+oo ' ' ' 

0 

Proposition 21 La solution de (P2,oo) est ('i], a, fi) avec 

77 = rr - 2v'2 ~ 0.3132, a = -4 et ~ = o. 

~reuve: (7], a, ~) est une solution réalisable de (P2,00 ). En effet, pour a = -1 et 
/3 = 0, on a 

1 - ( ) - 4 v'2 ( -1 + 2 t) ( -1 + 8 t - 16 t2 + 16 t3 - 8 t4
) 

9a,f3 t - (1- 4t + 12t2 - 16t3 + 8t4 ) 2 

Le numérateur de cette dérivée admet trois racines réelles t 1 = l-~ ~ 0.178, 

t 2 = ~ et t 3 = 1+~ ~ 0.822. L'étude du signe de la dérivée prouve que 9ii,Ï3 - 1r 

admet deux maxima locaux en t 1 et t3 , et un minimum en t 2 . Or 

9c.,iJ(O) - 1r = 9c.,iJ(1)- 1r = 9c.,/3(t2)- 1r = 2v'2- 1r = -7] et 
9c.,i3(h)- 7r = 9c.,"{3(t3)- 7r = 2 + v'2- 7r ~ 7r- 2v'2. 

On a donc bien 
-7] ~ 9c.,/3(t)- 7r:::; 7], V t E [0, 1]. 
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Déterminons maintenant les solutions réalisables (Tl, a, {3) vérifiant Tl :::; i]. 
Selon (Do) et (D~), a vérifie: -Tl :::; -~ - 1r :::; ij, or par hypothèse Tl :::; i], donc 

-1r + 2v'2:::; -~- 1r:::; 1r- 2v'2. On en déduit l'encadrement suivant: 

v'2 1 -- < a: < --;::::----
2 - - v'2-']f· 

(4.3) 

De même, selon (Di) et sachant que Tl:::; fi: 
2 

4a ln 

1 + {32 + 1r :::; 1r - 2v 2, (4.4) 

donc /32 :::; -1- a.J2. 
Or, selon (4.3) a E [-{!; V'2I_1r], par conséquent -1 - av'2 ::; 0, d'où f3 = O. 

On déduit donc de ( 4.4) que 4a: + 1r ::; 1r - 2v'2 d'où a ::; -{!. Cette inéquation et 

l'encadrement ( 4.3) de a impliquent que a:= -"'{. 
La contrainte ( D~) devient alors 

-g_:fl 0 (0) + 1r:::; ij, i.e. Tl 2:: 1r- 2v'2 
2 ' 

d'où Tl 2:: i], or par hypothèse Tl:::; i], donc Tl= i]. 
Nous avons ainsi prouvé que la seule solution réalisable vérifiant Tl :::; iJ est (iJ, a, {1). 

C'est donc la solution de (P2,oo)· 
0 

Nous proposons (fi, a, IJ) = (" - 2v'2, - '?, 0) comme solution du problème 

(P2,n), pour n assez grand. Remarquons qu'ici encore la valeur iJ représente la moitié 
de l'écart maximal entre la vitesse idéale 2rr et la vitesse effective. 

Pour évaluer cette solution, nous pouvons étudier la fonction 

~(t) = 
(.-\(t)- (27rt- 7r))2 

1 + 47r2 

appelée déviation cordale. Elle permet de comparer l'angle .-\(t) d'un point courant de 
la paramétrisation avec l'angle idéal obtenu avec la paramétrisation exp i(27rt- 1r). 

Rappelons que nous avons ici .-\(t) = 2arctanrp(t). Numériquement la valeur maximale 
de cette fonction est 

sup ~(t) = 0.011. 
tE[O,lj 

La Figure 4.6représente le graphe de cette fonction. Quelques exemples de répartitions 
des points sont également proposés (Figures 4. 7 à 4.10). 
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0.008 

0.004 

Figure 4.6: Graphe de la déviation cordale pour la solution quadratique. 

Figure 4. 7: La solution quadratique appliquée à n = 6 points. 
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Figure 4.8: La solution quadratique appliquée à n = 20 points. 

Figure 4.9: La solution quadratique appliquée à n = 40 points. 
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Figure 4.10: La solution quadratique appliquée à n = 150 points. 

Corollaire 2 Le polygone massique correspondant à M(t) pour (a,i3) = (-~, 0) 

est le suivant: 

01 = ( (o,-~) ;o) 02 = ((~,o) ;~) 

o, = ( (o, ~) ;o) o.= (Ho),~) 
Preuve: Il suffit d'utiliser l'expression proposée en Section 3.5.1 Chapitre 3 pour les 
valeurs optimales a= - 'f! et {3 = 0 du problème (?2,00). 

0 

La Figure 4.11 montre les 1r-projections des points pondérés et les vecteurs purs du 
polygone de contrôle de la solution quadratique. On remarque de plus que ces masses 
vérifient les conditions de (S1) (Section 3.5.1). Elles seront donc toutes strictement 
positives après une élévation de la longueur. 

Remarque: On peut objecter que le changement de variable q1 n'est pas la formu­
lation la plus générale. Cependant, nous avons vu au Chapitre 2, Proposition 10 que 
tout changement de variable de type q2 donne la même distribution qu'un changement 
de type q1, à une rotation près. Nous proposons donc le corollaire suivant: 
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Figure 4.11: Le polygone de contrôle de la solution quadratique. 

Corollaire 3 Soit q2 un changement de variable décrit par (2.5), la distribution de 
points sur le cercle est optimale si et seulement si les paramètres a, b et e vérifient: 

v'2 
a= --e et b = v'2 

2 

Preuve : Selon la Proposition 10 du Chapitre 2, la distribution de points est optimale 
pour M2 (t) = C(q2 (t)) si et seulement si elle est l'image par une rotation re de la 

distribution C(q1(t)) définie par a:= -:Jf et /3 =O. 
Selon les relations (2.16) et (2.17), a, bet e doivent donc vérifier: 

{ 

1 + a2 
__ J2 

ae-b- 2' 
e+ab 
---0 
ae-b- · 

Après quelques calculs, nous obtenons le résultat proposé. 
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4.5 Solution pour un cercle fermé 0 3-continûment. 

Au Chapitre 2, nous avons obtenu un cercle fermé C3-continûment grâce à un change­
ment de variable de degré ~ défini par 

aBJ +bEf+ !(3b- 4a)B~- aBJ 
'P = B~ ' (2.25) 

avec a E lR* et bE lR. Pour simplifier les calculs ultérieurs, nous pouvons le reformuler_ 

1-2t-2t2 +2t3 

cp(t) =p. t(1 - t) + q, 

où p = !a E lR* et q = !(3b- a) E lR. Comme dans le cas C1
, le Lemme 7 nous 

. permet de formaliser le problème de la façon suivante: 

Proposition 22 Les valeurs de p et q définissant une distribution de points aussi 
uniforme que possible sur le cercle est solution du problème: 

Minimiser 17 + O.p + O.q, sous les contraintes: 
n.'l/;p,q,n(ti)- 7r :::; TJ, i E {0, ... , n- 1} 

- n.'l/Jp,q,n(ti) + 7r < TJ, i E {0, ... , n- 1} 
TJ ~ 0, p E lR*,q E lR. 

' ( cp(t + ~)- cp(t) ) 
ou 7/;p,q,n(t) = arctan 1 + cp(t + ~)cp(t) . 

La fonction 'l/;p,q,n(t) est assez complexe, elle dépend de 4 paramètres (p, q, net t). 
Nous ne pouvons donc pas résoudre facilement ce problème. Nous nous contenterons 
donc de la solution d'un problème formulé à l'aide d'une fonction plus simple, approxi­
mation de n.'l/Jp,q,n(t), et pour une valeur fixée den. Nous dirons alors que ce nouveau 
problème est une "approximation" du premier. Nous vérifierons ultérieurement que la 
solution ainsi obtenue donne une très bonne distribution de points, sinon la meilleure. 

Définition d'une approximation du problème (P3,n): 

avec 

Minimiser 17 + O.p + O.q sous les contraintes: 
Jp,q(ti) - 1r :'S TJ (Ei), i E {0, ... , n- 1} 

- Jp,q(ti) + 1r :S TJ (ED, i E {0, ... , n- 1} 
TJ ~o. 

p.(1- 2t + 4t2- 4t3 + 2t4)/(-p2 + t(4p2
- 2pq) + t2 (-1 + 6pq- q2

) 

+t3(2- 12p2 + 2q2
) + t 4

( -1 + 4p2 
- 8pq- q2

) + t 5 (8p2 + 4pq) - 4p2t 6
). 
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Justification: Comme pour (P200), on considère '1/Jpqn(t) comme une fonction de..!_ , , , n 
et on détermine son développement limité à l'ordre 1, au voisinage de 0: 

1 1 
'1/Jp,q,n(t) = ;;,·fp,q(t) + o(;;,), V tE (0, 1]. 

La fonction /p,q est donc une approximation de n.'I/Jp,q,n· 0 

Proposition 23 Une solution de {P~ 10}, pour n = 10, est (ij; p; q) avec: ij = 0.022, , -

p = -0.3142 et {j = -0.3138. 

Preuve: Considérons (1Jo,Po, q0 ) = ( _..!_, -~, 0, 05). C'est une solution réalisable de 
1r 1r 

(P~, 10 ). Montrons que toute solution réalisable (1J,p, q) vérifiant 17 :::;: 1Jo est dans le 
domaine D = [0, 0.05] x f-0.3235, -0.3133] x (-0.3816, -0.2768]. 

• rJ E [0, 0.05] est une conséquence immédiate de l'hypothèse 17 :::;: 1Jo· 

• (rJ,p, q) étant une solution réalisable de (P~,10 ), elle vérifie (E0 ) et (Eb): 

1 
-1] < -- - 1r < 1J - p - ' 

or 0:::;: 1J < 0.05, donc p E (-0.3235, -0.3133]. 

• Pour déterminer un encadrement de q, étudions tout d'abord la contrainte (E4 ). 

Nous avons: 
E . -9925p 

( 4) • 900 + p2 + 60pq + 900q2 - 1r:::;: 1]. 

Le dénominateur étant positif, en posant a= 1r + 17 (donc a E [3.1415, 3.1916]), 
(E4) est équivalente à 

900q2 + 60pq + p2 + 9925E + 900 2: o. 
a 

(4.5) 

Considérons 900q2 + 60pq + p2 + 9925E + 900 comme un trinôme de variable q. Son 
a 

discriminant, -36- 397E est strictement positif (puisque a E (3.1415, 3.1916] et 
a 

p E [-0.3235, -0.3133]), il admet donc deux racines réelles, fonctions de pet de 
a: 
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Figure 4.12: Graphe de la déviation cordale pour la solution cubique. 

L'inégalité (4.5) est vérifiée si et seulement si q ~ Q1 ou q ~ Q2· Cependant, en 
étudiant les variations de q1 et de q2 pour a appartient à [3.1415, 3.1916] et p à 
[-0.3235, -0.3133], nous obtenons 

QI ~ -0.2768, et Q2 ~ 0.2978. 

Nous en déduisons que q ~ -0.2768, ou q 2 0.2978. 

De. la même manière, nous déduisons de (E~) que -0.3816 ~ q ~ 0.4032 et de 
(E~), que -0.5390 ~ q ~ -0.1081. 

De ces trois encadrements, nous déduisons que q E [-0.3816, -0.2768]. 

Les contraintes de (P~. 10 ) sont non-linéaires et non-convexes. Toutefois le domaine 
(D) est assez restreint pour qu'on puisse supposer les contraintes presque convexes. 
Pour résoudre (P~ 10), nous utilisons donc un algorithme de linéarisation: la méthode 
des plans sécants (Kelley, [26]). Nous obtenons, en deux itérations, la solution fj = 0.022, 
p = -0.3142 et ij = -0.3138. D 

Nous proposons cette solution (p, q) = ( -0.3142, -0.3138), pour le problème (P3,n), 
pour toute valeur de n supérieure à 10. Comme dans le cas précédent, la déviation 
cor dale 

~(t) = 
(À(t)- (27rt- 7r)) 2 

1 + 47r2 

nous permet d'évaluer cette solution (Figure 4.12). Nous avons cette fois 

sup ~(t) = 0.00118. 
tE[O,l] 
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Figure 4.13: La solution cubique appliquée à n = 3 points. 

Les Figures 4.13 à 4.11 montrent que les résultats obtenus grâce à cette solution 
sont très satisfaisants non seulement pour n ~ 10, comme nous l'avions proposé, mais 
aussi pour de petites valeurs de n (ici n = 3 et n = 6). 

Corollaire 4 Avec p = -0.3142 et q = -0.3138, le polygone massique correspondant 
à M(t) est le suivant: 

00 = ((-1,0);0.3949) 01 = (( -1, -1.5924); 0.2631) 

02 = ( (1.0015, -1.8858) ; 0.2665) 83 = ( (2.9495, 0.0016) ; 0.2026) 

04 = ((0.9985, 1.8846) ;0.2669) 85 = ((-1, 1.5903);0.2634) 

06 = ((-1,0);0.3949) 

Preuve: En utilisant les formules proposées en Chapitre 3, Section 3.5.2, avec la 
solution précédente correspondant à a= 2p = -0.6284 et b = ~(p+q) = -0.4187 nous 
obtenons le polygone ci-dessus. 

0 
On remarque que toutes les masses de ce polygone sont strictement positives. Les 

TI-projections des points pondérés sont proposées dans la Figure 4.18. 
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Figure 4.14: La solution cubique appliquée à n = 6 points. 

Figure 4.15: La solution cubique appliquée à n = 20 points. 
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Figure 4.16: La solution cubique appliquée à n 

Figure 4.17: La solution cubique appliquée à n 

70 

150 points. 

300 points. 



ll(Bs) • 

ll(Bs) 

Figure 4.18: Le polygone de contrôle de la solution cubique. 
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Chapitre 5 

Elévation de la longueur d'un 
polygone de contrôle et masses 
positives 

5.1 Introduction et résultats préliminaires 

La représentation des courbes (BR) à l'aide des vecteurs massiques permet de traiter ces 
courbes quel que soit le signe des masses de leur polygone de contrôle. Toutefois, dans 
le cadre de certains systèmes informatiques, ces masses doivent être strictement posi­
tives. Cela permet, par exemple, de déterminer la région du plan où se situe la courbe 
puisqu'elle est alors incluse dans l'enveloppe convexe des TI-projections du polygone de 
contrôle. 

L'une des méthodes employées pour obtenir un polygone à masses positives est 
l'élévation de la longueur, dont les formules sont rappelées au Chapitre 1, Proposition 
7 et 8. Cette préoccupation est étroitement liée à la détermination de polynôme de signe 
constant sur un intervalle. Citons dans ce domaine les travaux de Polya et Szego [27] 
(1976), ainsi que de Karlin et Studden [28] (1966). Micchelli et Pinkus [29] (1989) ont 
traité le cas de polynômes à plusieurs variable. Un des résultats proposés établit qu'un 
polynôme p de degré n est positif sur [0,1] si et seulement si il existe m 2: n tel que p 
s'écrive p(x) = 'L,J=0 biBj(x) où les coefficients bi sont tous positifs. Dans le cas des 
courbes rationnelles, on en déduit la proposition suivante, donnant une interprétation 
géométrique de notre problème. 

Un polygone () aura des masses toutes strictement positives après un certain nombre 
d'élévations de longueur si et seulement si la courbe décrite par BR[O](t) pour tE [0, 1] 
ne comporte pas d'asymptote. 

Cependant, nous abordons ici ce problème du point de vue direct des vecteurs 
massiques, que nous avons présenté dans la communication [30]. Nous proposons tout 
d'abord quelques résultats préliminaires. Puis, nous établissons trois conditions géné­
rales, les deux premières étant suffisantes et la troisième nécessaire à l'obtention d'un 
polygone à masses positives par élévation de la longueur. Plus spécifiquement, nous 
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développons le cas d'un polygone de longueur n = 2 (coniques), pour lequel nous 
donnons une évaluation du nombre d'élévations nécessaires. En dernière partie, nous 
étudions le cas n = 3 (cubiques), pour lequel nous proposons plusieurs conditions 
s'appuyant sur une condition nécessaire et suffisante donnée par Schmidt et He B [31], 
ainsi que, dans divers cas un encadrement du nombre d'élévations nécessaires. 

Soit un espace affinee (ici 1R? ou lR3
), et ê l'espace des vecteurs massiques associés. 

Pour tout entier naturel n non nul, on considère l'espace vectoriel ên des polygones 
massiques de longueur n, muni des lois EB et*, définies par 

ffi : tn X tn ~ tn 

( 1 2 ) (1 ffi 2 1 ffi 2 ) W, w ~ Wo w Wo, ... , Wn w Wn 

* JR X tn ----jo tn 

().,w) ~ (À*Wo, ... ,À*Wn) 

où EB et *sont les lois de ê dont les définitions sont rappelées au Chapitre 1. 

Pour simplifier la rédaction des démonstrations ultérieures, nous proposons les no­
tations suivantes: 

• Soient w E ên et k E lN, w(k) = (w~k), .. . , w;;2k) est le polygone massique obtenu 
à partir du polygone w, après k élévations de longueur. Par convention w<o) =w. 

• Soient 1w et 2w E ên, et i E {0, ... , n}, (lw EB 2w)i est le ieme vecteur massique 
du polygone 1w EB 2w. 

• Soient w E ên, À E lR et i E {0, ... ,n}, (>.. * w)i est de même le ieme vecteur 
massique du polygone À * w. 

Avec l'aide de ces notations nous pouvons formaliser le problème que nous souhaitons 
traiter: Soit() un polygone massique de longueur n. Peut-on obtenir un polygone dont 
les masses sont toutes strictement positives, en élevant suffisamment la longueur de()? 
C'est à dire: 

:3 K E lN tel que V jE {0, ... ,K +n}, x(OJK)) > 0? 

Ce problème n'a de sens que si, pour un certain rang K, les masses x(00 ) et x(On) 
sont strictement positives, puisque pour tout k E lN, on a ()~k) = 00 et ()~~k = On. 
Remarquons cependant que si un polygone ()(K) n'a que des masses positives à un 
certain rang K, il en sera de même à tout rang k > K, puisque les masses des polygones 
()( k > s'écriront alors comme combinaisons linéaires à coefficients positifs des masses 
de (J(K), elles-mêmes positives. Nous formaliserons donc notre problème de la façon 
suivante: 

Le polygone () vérifie-t-ill 'assertion 

A(O) : :3 K E lN, tel que V k 2: K, V jE {0, ... , k + n}, x(OY)) > 0? 
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Il est à noter que si A(O) est fausse, le polygone O(k) comportera toujours au moins 
une masse négative ou nulle, aussi grand que soit k. 

Dans ce cadre, nous proposons deux lemmes élémentaires dont les résultats inter­
viendront dans les développements ultérieurs. 

Lemme 8 Soient 1w et 2w E &n deux polygones de longueur n, et k E IN, 

ew EB 2w)(k) = tw(k) EB 2w(k). 

Preuve : On démontre ce résultat par récurrence: 
• Pour k = 0, cette assertion est évidemment vraie. 
• Dans le cas k = 1, on a 

ew EB 2w)~l) = ew EB 2
w)o = 1

wo EB 2
wo = 1w~l) EB 2w~l)' 

ew EB 2w)~~~ = ew EB 2
w)n = 1wn EB 2

wn = 1w~~~ EB 2w~~~-

Soit j E { 1, ... , n} 

ew EB 2w))1
) 

j (I - 2 n + 1 - j (I - 2 
--

1 
* wEB w)i-1 EB 

1 
* w EB w)i 

n+ n+ 
j (I 2 n + 1 - j 1 2 

--1 * Wj-l EB Wj_I) EB 1 * ( Wj EB Wj) 
n+ n+ 

( 
j I n+1-j 1 ) 

n + 1 * Wj-l EB n + 1 * Wj 

( 
j 2 n+1-j 2 ) 

EB n + 1 * Wj-l EB n + 1 * Wj 

= 1w~1) m 2 (1) 
J w wi . 

• Supposons l'assertion vraie pour k ~ 1, et montrons qu'elle est alors vraie pour 
k + 1: 

(tw(k) EB 2w(k) YI) 
(tw<k)) (1) EB ew(k)) (1) 

Iw(k+l) EB 2w(k+I). 

Lemme 9 Soient 1w et 2w deux polygones de longueur n vérifiant 

V jE {0, ... , n }, xewi) ~ xewj), 

alors, pour tout entier naturel k, 1w(k) et 2w(k) vérifient 

VjE{O, ... ,n+k}, xew)k)) ~ xewJk)). 

0 

De plus, dans ce cas, si Aew) est vraie, Aew) l'est aussi. De même, si Aew) est 
fausse, A(lw) est fausse également. 
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Preuve : Procédons par récurrence. 
• Pour k = 0, cette assertion est évidemment vraie. 
• Montrons que cette assertion est vraie pour k = 1. 

Soit jE {0, ... ,n+ 1}. 
Si j = 0, xewà1>) = xewa) ~ xewa) = xewà1>). 

Si j = n + 1, xew~~1) = xewn) ~ xewn) = xew~~1). 

S. . {1 } 1 (1) J 1 n + 1 - j 1 1 .c • 
1 J E , ... , n , on a wn+1 = -- * Wj-1 EB 

1 
* Wj· a 10nctlon X n+ 1 n+ 

étant linéaire, on en déduit que 

X(1w~1)) = _j_x(1w· ) + n + 1- jx(1w·). 
1 n + 1 1

-
1 n + 1 1 

De même 

xew)
1
>) = n ~ 1 xewj-1) + n:: ~ j xewj)· 

Or, par hypothèse x(lwi-I) < x(2wi-1) et x(1wi) ~ x(2wi) ce qui permet de 
conclure que xew?>) ~ xew)1

)). 

• Supposons cette assertion vraie pour k 2:: 1 et montrons qu'elle l'est également 
pour k + 1. Pour tout j E { 0, ... , n + k + 1}, on a 

X(1w)k+l)) = x ( (1w(k))?)) et x(2w)k+1)) = x ( ew(k)))1>) . 

L'assertion est vraie pour k, donc 

\.1 . {0 k} (1 (k)) (2 (k)) v J E , ... , n + , x wi ~ x wi . 

D'autre part, l'assertion étant vraie pour 1, on déduit de l'inéquation précédente 

x ((Iw<k>))1>) < x (ew<k>)Y>), 

d'où 
( 1 (k+l)) < (2 (k+l)) X wi X wi . 

Les résultats complémentaires découlent immédiatement de ce résultat. D 

5.2 Résultats généraux 

Lemme 10 Soit w = (wo 1 w11 ••• 1 wn) un polygone massique de longueur n vérifiant les 
hypothèses suivantes: 

• x(wo) > 0 et x(wn) > 0, 
• :3 i E { 1, ... 1 n - 1} tel que V j E { 1, ... , n - 1} - { i}, wi = Ô. 

Ce polygone vérifie alors 

3 K E IN, K 2:: n tel que V k 2:: K, V jE {0, ... , n-1}U{k+1, ... , k+n}, x(w)k)) >O. 
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Preuve: Soit w un polygone de contrôle de tn vérifiant les hypothèses précédentes. 
Montrons qu'il existe un entier naturel K, tel que 

Vk;:::K, VjE{O, ... ,n-1}U{k+1, ... ,k+n}, x(w)K))>O. (5.1) 

Soit k E N*, la formule générale d'élévation de longueur (Chapitre 1, Proposition 
8) est 

w}"> = ( 
1 

) f: (7) (. ~ z) * wz, jE {0, ... , k + n}. 
n + k l=O J 

j 

Dans notre cas, la plupart des termes de cette somme sont nuls. Pour tout j E 

{0, ... , k + n} nous obtenons 

w}"> = (n;k) * ( G) *Wo œ (7) C: i) •w, œ C ~n) •w.) · 

La fonction x étant linéaire, on en déduit, pour tout j E {0, ... , k + n} 

Donc, pour tout jE {0, ... , k + n}, x(w}k)) > 0 si et seulement si 

(5.2) 

En supposant k ;::: n, l'étude de l'inéquation (5.2) peut se décomposer en 5 cas, 
illustrés par la Figure 5.1 où chaque ligne représente une élévation de longueur. Dans 
le cadre de la présente démonstration nous n'envisagerons que les cas 1, 2, 4 et 5, qui 
correspondent à j E { 0, ... , n - 1} U { k + 1, ... , k + n}. 

1er cas : 0 :::; j < i. 

On a alors (. k .) = 0 et (. k ) = 0, puisque j < i < n, donc (5.2) est 
J-Z J-n 

équivalente à (~) x(w0 ) > 0, ce qui est toujours vrai puisque par hypothèse, 

x(wo) >o. 
2eme cas : i ::=; j < n. 

On a ici ( . k ) = 0, car j < n donc (5.2) est équivalente à 
J-n 
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(k) 
Wo 

Wo 0 · · · · · · · · · · · 0 Wi 0 · · · · · · 0 Wn 

(k) 
W· z 

(k) 
Wn 1 

(k) 
k+l 

n-i- 2 

i-2 

n-1 

1er cas 3eme cas 4eme cas 5eme cas 

Figure 5.1: Les cinq cas composant l'étude de l'inéquation (5.2). 

Montrons qu'il existe un entier naturel K', tel que 

c'est-à-dire 

v k ?_ K', v jE {i, ... ,n-1}, G) c ~ir>- (7) ~t:~- (5.3) 

Le terme de droite de cette inégalité est constant par rapport à k et j. Pour que 
(5.3) soit vérifiée, il suffit donc que le terme de gauche diverge lorsque k tend 
vers l'infini, et ce, indépendamment de j. Pour le prouver, nous allons minorer 
ce terme par une suite indépendante de j que nous prouverons divergente. 

On a 0) c~r (j- i)!(k- j + i)! 
j!(k- j)! 

Notons 'Pik(j) cette suite positive de rang j, et montrons qu'elle est décroissante, 

P { } ' ' di w { } 0 'Pik(j + 1) our j E i, ... , n- 1 c est-a- ·re que v j E i, ... , n- 1 , < (j) < 1. 
'Pik . 
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La première partie de cette double inéquation est évidente. D'autre part 

C{)ïk(j + 1) < 1 
C{)ik(j) 

(k- j)(j- i + 1) < 1 
(j + l)(k- j + i) 
(k- j)(j- i + 1) < (j + l)(k- j + i) 

{::::=:} -i(k + 1) < 0, ce qui est toujours vrai. 

( 'Pik (j)) i est donc décroissante pour j E { i, ... , n - 1}. Donc 'Pik ( n) constitue un 
minorant de (cpik(j))iE{i, ... ,n-1} indépendant de j, d'où 

V jE {i, ... ,n-l}cpik(j) > C{)ïk(n). 

Montrons maintenant que l'on a lim C{)ïk(n) = +oo. Il suffit pour cela de remar­
k-++oo 

quer que 
. _ (n-i)!(k-n+i)! _IIi k-n+l 

cp~k(n) - n!(k- n)! - l=
1 

n -l + 1· 

Or pour tout l E {1, ... , i}, lim k -; + l = +oo donc lim cpik(n) = +oo, ce 
k-++oo n - + 1 k-++oo 

que nous voulions prouver. Il existe bien K' E JN vérifiant (5.3). 

4eme cas : k < j < k + i. 

On a ici (~) = 0, car j > k, donc (5.2) est équivalente à 

(~) (. k .) x(wi) + (. k ) x(wn) >O. z J-Z J-n 

Nous cherchons K", tel que 

V k ~ K", V jE {k + 1, ... , k + i}, (~) (. k .) x(wï) + (. k ) x(wn) > 0, z J-z J-n 

c'est-à-dire 

Vk~K", VjE{k+l, ... ,k+i},(.k .) (· k )-
1 

>-(~·) X((wi)). 
J- z J- n 'l X Wn 

Posons j' = n + k - j et i' = n - i. On a alors i' ::; j' < n et notre problème 
revient à déterminer K" vérifiant 

, ., ., k k n X Wi) 
( ) ( ) 

-1 ( ) ( 
V k 2:: K , V J E {z, ... , n- 1}, j' j'_ i' >- i' x(wn), 

ce qui nous ramène au problème (5.3) qui possède une solution. 
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seme cas : k + i < j :::; k + n. 

(5.2) est alors équivalente à ( . k ) x(wn) > O. En effet, j > k + i > k donc 
J-n 

(~) = 0 et (j ~ i) =O. Or, par hypothèse x(wn) > 0, donc l'inéquation (5.2) 

est toujours vérifiée. 

L'entier K = sup{K', K"} vérifie l'assertion (5.1). De plus, on a bien K > n puisque 
k > n est une condition nécessaire à l'existence des cinq cas que nous venons d'étudier.-

0 

Nous allons utiliser ce lemme pour prouver l'existence d'une condition suffisante à 
l'obtention d'un polygone à masses strictement positives. 

Proposition 24 Soit () = (()0 , ()1, ... , Bn) un polygone de longueur n. Si () vérifie les 
deux conditions 

• x(Bo) > 0 et x(Bn) > 0, . (n) (n- 1)x(Bï) 
• V z E { 1, ... 'n- 1}, - i inf{x(Bo), x(Bn)} < 1' 

alors l'assertion A(B) est vraie. 

Preuve: Soit() un polygone vérifiant x(B0 ) > 0, x(Bn) > 0 et 

. (n) (n- 1)x(Bï) 
V z E {1, ... 'n- 1}, - i inf{x(Bo), x(Bn)} < 1. 

Soit i E {1, ... , n- 1}. Nous définissons le polygone iw (de longueur n) en fonction 
du polygone(): 

pour jE {0, ... ,n}, iwi 1 () . . 0 . 
n _ 1 * i sz J = ou J = n, 

(Ji si j = i, 
Ô sinon. 

Le polygone iw vérifie donc x(iw0 ) > 0, x(iwn) > 0 et 

(5.4) 

Montrons que 

:3 Ki E IN tel que V k 2:: Ki, V jE {0, ... , k + n}, xCw~k)) >O. (5.5) 

- Selon le Lemme 10, il existe K~ tel que 

v k 2:: KL v jE {0, ... ,n -1} u {k + 1, ... ,k + n}, xewY)) >o. 
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- Montrons qu'il existe K~' tel que 

v k ~ K:', v jE {n, . .. ,k}, x(iwY)) > 0, 

c'est-à-dire que pour tout entier k ~ K:' 

ce qui est équivalent à 

Pour que (5.6) soit vérifiée, il suffit que 

(5.6) 

\1 jE {n, · · · 'k}, ( ~ .) ( (~) + (j ~ n)) > - ( 7) inf{x(~~·~('w.)}' (S.?) 

J -'t 

Remarquons que (5.7) est une condition suffisante, mais non nécessaire à (5.6). 
Pour prouver cette proposition, il nous faut déterminer une minoration indépendante 

de j de la fonction fïk(j) définie pour tout j E {n, ... , k} par 

Déterminons tout d'abord explicitement la fonction Mik(j) = max { (~) ,' (j ~ n)} 
qui minore strictement (~) + (j ~ n). Par quelques calculs élémentaires, on obtient 

(j- n)!(k- j + n)! 
"l(k- ")1 < 1 

J. J . 

~ fi~+l-j < 1. 
1=1 J +l-n 

0 . d' d t d l k + l- j 1 . 1 . . r, on remarque que, m epen ammen e , . l < s1 et seu ement s1 J > 
J+ -n 

k+n .. k+n k+l-j n k+l-j 
-

2
-.Donc,SIJ > -

2
-,alorsVl E {1, ... ,n}, . l < 1,doncii. l < 1 

J + -n J+ -n 1=1 

et Mik(j) = ( . ~ ) . Sinon, fr ~ +: -j 2: 1 et Mik(j) = (~). 
J n l=1 J + - n J 
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Nous supposerons dans la suite que k est tel que k + n soit pair. Les résultats ainsi 
obtenus pourront être généralisés à toutes les valeurs de k, puisque si (J(k) est à masses 
strictement positives, (J(k+l) l'est aussi et, par contraposition, si (J(k) possède des masses 
négatives, (J(k-I) également. 

Montrons maintenant que (. k .) -I Mik(j), qui minore fik(j) atteint son minimum 
J -'t 

. k+n 
pour J = -

2
-. 

. n+k 
1er cas: J :::; -

2
-, on a alors 

(
-'k )-l . (j-i)!(k-j+i)! . 
j _ i Mik(j) = j!(k _ j)! = 'Pik(J), 

où ('Pik(j))i est la suite définie lors de la démonstration du Lemme 10 (2eme 
cas) où nous avons vu que cette suite décroît suivant la variable j. La fonction 

k . . . . . n+ 
( )

-1 k 
j _ i Mik (j) attemt donc son rrurumum pour J = -

2
-. 

2eme cas: j ~ n ; k, on a alors 

( 
k ) -l . (j- i)!(k- j + i)! . 

j _ i Mik(j) = (j _ n)!(k _ j + n)! = 'Pn-i,k(k- J + n). 

Nous avons vu précédemment que la fonction 'Pï,k(j) est décroissante selon les j. 
La fonction 'Pn-i,k ( k - j + n) est donc croissante selon la variable j. Elle atteint 

d . . . n+k al one son m1mmum en J = -
2
- et on a ors 

( 
k )-I . n + k n + k n + k 

j _ i Mik(J) = 'Pn-i,k(k- -
2

- + n) = 'Pn-i,k(-
2
-) = 'Pi,k(-

2
-). 

Nous en déduisons que V j E {n, ... , k}, C ~ i) ~ 1 M .. (j) 2: <P•• (k; n). Or nous 

avons vu que f•• (j) > C ~ i) ~ 1 

M;k (j) 2: <P•• ( k ; n). Nous avons ainsi trouvé une 

minoration de fik(j) indépendante de j, ce que nous cherchions. Etudions maintenant 
son comportement. 
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(
k+n) 

'Pik -2-

k-n 
i --+l -II 2 

- l-I k + n . l - -2--z+ 

i k- n + 2l 
- [{ k + n - 2i + 2( 

La sui te ( 'Pïk ( k ; n)) k ainsi définie converge vers 1. En effet, on a d'une part _ 

k -n + l (k + n) . 
0 < k + n _ 

2
i + l < 1. Donc V k E .IN, 'Pïk -

2
- < 1, comme produit fim de 

termes strictement inférieurs à 1. 
D'autre part, on remarque que 

V lE {1, ... , 2i}, k- n + 2l 2: k- n et 0 < k + n- 2i + 2l ~ k + n, 

La suite ( l"•• ( k ; n)) k est donc minorée pax la suite ( ( ~ ~ : )') • qui converge 

vers 1. On a donc bien lim 'Pïk (k +
2 

n) = 1. 
k-++oo 

Or selon l'hypothèse (5.4), - (~) . f{ (~(i~i) C )} < 1, donc 
z m X 'wo , X 'Wn 

-:-~ K" 1N V k > K" . (k + n) _ (n) x(iwi) 
:::~ i E ' - i ''Ptk 2 > i inf{x(iwo), X(iwn)}. (5.8) 

Mais, nous avons vu précédemment que V j E { n, ... , k}, fïk U) > 'Pik ( k ; n) . De 

(5.8) nous déduisons alors que 

Pour tout k 2: Kt, ( 5. 7) est vraie et Kt vérifie 

Avec Ki= sup{KL KI'}, la condition (5.5) est vérifiée. Or, en remarquant que 

() 1 - 2 - - i - - n-1 = w œ w œ ... œ w œ ... œ w, 

selon le Lemme 8, nous obtenons, pour tout k E 1N 
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La fonction x étant linéaire, on en déduit que 

n-1 

V jE {O, ... ,k+n},x(B)k)) = L:x(iw)k)). 
i=1 

Pour K = max (Ki). Puisque (5.5) est vérifiée, on obtient donc 
{i, ... ,n-1} 

V k 2:: K, V jE {O, ... ,k+n}, x(B}k)) > 0, 

car x(B)k)) est une somme de termes strictement positifs, ce qui prouve que A(B) est 
vraie. 

0 

Le résultat suivant, qui concerne les polygones ne comportant que des points pondérés 
à masses positives et des vecteurs purs, est bien connu. ll peut être formulé comme une 
conséquence directe de cette proposition. 

Corollaire 5 Soit (J = ( 00 , 01 , ... , Bn) un polygone massique de longueur n vérifiant 
• x(Bo) > 0 et x(Bn) > 0, 
• ViE {1, ... ,n-1},x(Bi) 2:: O. 
Alors l'assertion A(B) est vraie. 

L'hypothèse x(B0 ) = x(Bn) permet d'établir une condition plus forte que celle de la 
proposition précédente. C'est pourquoi nous établissons le résultat suivant: 

Proposition 25 Soit (J = (Bo, 81, ... , Bn) un polygone de longueur n. Si (J vérifie les 
deux conditions 

• x(Bo) = x(Bn) > 0 . (n) (n- 1)x(Bi) 
•VzE{1, ... ,n-1},- i 2x(Bo) <1, 

alors l'assertion A(B) est vraie. 

Preuve: La démonstration de cette proposition est similaire à celle de la proposition 
précédente. 

Considérons un polygone () vérifiant ces conditions. 
Pour tout i E {1, ... ,n- 1}, on définit le polygone iw comme précédemment. Il 

vérifie donc x(iwo) = x(iwn) > 0 et 

(5.9) 

Pour chacun de ces polygones, nous voulons démontrer que 
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Or, selon le Lemme 10, il existe K~ tel que 

v k > K;, v jE {O, ... ,n-1}U{k+ 1, ... ,k+n}, x(iwY)) >o. 

Montrons qu'il existe KI' tel que 

V k 2:: K:', V jE {n, . .. ,k}, x(iw?>) > 0, 

où encore tel que, pour tout k 2:: K:', 

V j E { n, ... , k}, (ji i) ( G) x('wo) + C ~ n) x('w.)) > - ( ~) x('w,). 

Comme x(iwo) = x(iwn), ceci est équivalent à 

où encore, avec fïk(j) définie dans la démonstration précédente 

\J . { k} f (j) (n) x(iwi) 
v J E n, ... ' ' ik > - i 2x(iwo). (5.10) 

Mais, pour tout j E {n, ... , k}, /ik(j) > 'Pïk ( k; n). D'autre part, nous avons 

, ... v k IN (k + n) l" (k + n) 1 prouve que v E , 'Pik - 2- < 1 et k-!~oo 'Pik - 2- = · 

Or selon l'hypothèse (5.9), - (7) 2~~i:~) < 1, donc 

, k , (k + n) (n) x(iwi) 
3 Ki E IN, V 2:: Ki' 'Pïk -2- > - i 2x(iwo). 

Par conséquence, pour tout k 2:: K:', (5.10) est vraie. Avec le même raisonnement que 
lors de la démonstration précédente, on obtient que pour K = max {K:, K:'}, 

iE{n, ... ,k} 

Y k 2:: K, Y j E {o, ... , }x(e)k)) >o. 

A(O) est donc vraie. 
D 

La proposition suivante énonce une condition suffisante pour qu'un polygone e ne 
vérifie pas A(B), mais aussi, par contraposée, une condition nécessaire pour que A(O) 
soit vraie. 
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Proposition 26 Soit w = (w0 , w1 , ... , wn) un polygone massique de longueur n vérifiant 
les hypothèses suivantes: 

• x(wo) > 0 et x(wn) > 0, 
V jE {1, ... , n- 1}- {i}, Wj =Ô et 

e3iE{1, ... ,n-1}telque -(~) x(wi) > 1, 
t x(wo) + x(wn) -

l'assertion A(w) est alors fausse car 

'VkEIN, 3jE{O, ... ,n+k}, x(oy>)<O, (5.11) 

Preuve: Soit w un polygone vérifiant les hypothèses ci-dessus. Pour prouver (5.11), 
jE {n, ... , k} tel que x(OJk)) <O. En effet, si k + n est impair, k + n + 1 est pair. Or 
si nous prouvons que fJ(k+l) possède au moins une masse négative, nous avons vu que 
nous pouvons en déduire que fJ(k) en possède également au moins une. 

p · k + n S l · · d t' ' l · ' ' d 'b d renons J = -
2
-. e on un rrusonnement 1 en 1que a ce ill presente au e ut e 

la démonstration de la Proposition 24, k E 1N, x(wy>) < 0 si et seulement si 

ou encore, puisque ( k~n) = (k _ kk;n) = ( k~n) 

( •r-k _ i) -I ( •1-) (X(Wo) + x(wn)) <- (7) x(w,), 

ce qui est équivalent à l'inégalité suivante 

( 
k ) ( k ) -I (n) x(wï) 
k~n k~n- i <- i x(wo) + x(wn). (5.12) 

On remarque que le terme de droite est une constante par rapport à k. On reconnaît 

par contre dans le membre de gauche le terme de rang k de la suite ( <p ( n ; k)) k 

que nous avons étudiée dans la démonstration de la Proposition 24 et dont nous savons 
qu'elle converge vers 1 et qu'elle vérifie pour tout entier k tel que n + k soit pair, 

(n + k) 0 h h' (n) x(wi) 1 . , 'fi (5 2) 'Pik -- < 1. r, par ypot ese, - . ( ) ( ) ~ ce qm ven e .1 . 
2 Z X Wo +X Wn 

Pour tout k E 1N tel que k + n soit pair, il existe j = k; n tel que x(w~k)) <O. 

Donc A(O) est fausse. 

Le Lemme 9 nous permet alors d'énoncer le corollaire suivant: 
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Figure 5.2: Comparaison des domaines de (R1) et (S1). 

Corollaire 6 Pour tout polygone 8 = ( 80 , 81, ... , On) de longueur n dont les masses 
minorent celles d'un polygone w qui vérifie les conditions de la Proposition 26, A(8) 
est fausse. 

Exemple: 
Nous pouvons appliquer ces résultats aux diverses paramétrisations du cercle pro­

posées au Chapitre 3. Intéressons nous au cas du cercle C1 obtenu après un changement 
de variable quadratique, dont le polygone massique fJ de longueur 4, est proposé en Sec­
tion 3. 5.1. Rappelons que les masses de ce polygone sont 

x(Bo) a? ' 
x( BI) a/3, 

x(B2) 
1 
3(2 + 2/32- a2), 

x(B3) -0'./3, 
x(B4) Œ2 

' 
avec a; E IR* et /3 E IR. 

Après quelques calculs, nous remarquons que si a; et /3 vérifient les inéquations du 
système (RI) 

{ 

1 /3 1 

(RI) g: 3~2>_ ~~ > 0 

alors 8 vérifie les conditions de la Proposition 25, donc A(B) est vraie. 
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Rappelons que les masses de e<t) sont toutes strictement positives si et seulement 
si les inéquations de (S1) (Section 3.5.1) sont vérifiées, avec 

{ 

a( a+ 4,8) > 0 
a( a- 4,8) > 0 
2 - a 2 + 2af3 + 2/32 > 0 
2 - a 2 - 2af3 + 2/32 > O. 

La Figure 5.2 représente le domaine hachuré défini par le système (RI), ainsi que le 
contour du domaine de (S1). 

5.3 Le cas quadratique: n = 2 

Nous étudions ici le cas particulier des polygones de contrôle () = ( Bo, B1, B2) de 
longueur 2 qui correspondent aux coniques. 

Nous supposerons toujours que x(Bo) > 0 et x(B2) > 0, afin que le problème ait 
un sens. Nous allons proposer une condition nécessaire et suffisante pour que A(B) soit 
vraie, ainsi qu'une évaluation du nombre d'itérations nécessaires. Afin de simplifier les 
écritures, nous noterons a= x(Oo), b= x(Bt) etc= x(B2). 

Proposition 27 Soit () = ( ()0 , ()1 , 02) un polygone de longueur 2 vérifiant a > 0 et 
c > O. A(B) est vraie si et seulement si b + .;ac> O. 

Une bonne évaluation du nombre K d'itérations nécessaires pour obtenir un poly­
gone à masses strictement positives est alors 

• Si a > - 2b et c > - 2b, K = 1. 

• Si a~ cet -~c > b > ~ (c- 3vac), 

K = E ( ;c ( c - 4b + J ( 4b - c )2 - Sac)) + 1. 

• Si a< c et -~a> b >~(a- 3vac), 

K = E (
2
1
a (a- 4b + V(4b- a)2

- Sac)) + 1. 

• Si aucun de ces trois cas n'est vérifié 
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Preuve: Soit() un polygone de longueur 2 vérifiant a> 0 etc> O. Nous supposerons 
également b ~ 0, afin que le problème ait un sens. Remarquons que les masses de fJ(l) 
sont 

x(fJ~1)) =a, x(Oi1)) = ~(2b +a), x(fJ~1)) = ~(2b + c) et x(fJ~1 )) = c. 

Ces masses sont toutes positives si et seulement si a > -2b et c > -2b. On a alors 
K=l. 

Nous supposerons dans la suite que k ~ 2. Le polygone () vérifiant les conditions 
du Lemme 10, on en déduit 

::3 Kl E 1N tel que v k 2: KI, v j E {0, 1, k + 1, k + 2}, x(O)k)) >o. 

Evaluons la plus petite valeur de K1 . Nous déduisons de la démonstration du Lemme 

10 qu'il suffit que K, vérifie x(B(K')) > 0 et x(Bi~\>) > 0, i.e. (~')a+ 2 ( ~1) b > 0 

(
KI) (K1) b b et 2 0 b + 1 c > 0, ou encore K 1 > -2 ~ et K1 > -2 ~· Nous pouvons donc 

choisir 

K1 =max { E ( -2~) , E ( -2~)} + 1. (5.13) 

Etudions le cas où j E { 2, ... k}, correspondant au troisième cas du Lemme 10 ou 
de la Figure 5.1. 

(~) a + 2 (j ~ 1) b + (j ~ 2) c > 0 

k x ... x (k- j + 1) 2k x ... x (k- j + 2) b 
j x ... x 1 a+ (j- 1) x ... x 1 

k x ... x (k- j + 3) 
+ (j- 2) 1 c > 0 x ... x 

k x . ·.· x (k- j + 3) ((k- j + 1)(k- j + 2) a 
J x ... x 1 

+ 2j(k- j + 2) b + j(j- 1) c) > 0 

(k- j + 1)(k- j + 2) a+ 2j(k- j + 2) b + j(j- 1) c > 0 

Nous définissons la fonction de deux variable k et j: 

f(k,j) = (k- j + 1)(k- j + 2) a+ 2j(k- j + 2) b + j(j- 1) c 

Sauf précision, nous considérerons dans la suite k et j comme réelles. A(fJ) est alors 
vraie si et seulement si 

3 K 2 E 1N tel que V k 2: K, V jE {2, ... , k},J(k,j) >O. (5.14) 

88 



Nous allons donc étudier le comportement de cette fonction. Après quelques simplifi­
cations, on obtient 

df~,j) = 2(a- 2b + c)j- (2k + 3)a + (2k + 4)b- c, 

or a- 2b + c > 0 (car a> 0, c > 0 et b :$; 0). Donc, f(k,j) admet un minimum en 

Jm(k) = (2k + 3)a- (2k + 4)b + c > O, 
2(a- 2b+ c) 

pour lequel la valeur de f(k,j) est 

f(k, Jm(k)) = 4k2(ac- b2
) + 4k(ab- 4b2 + 2ac +be)- a2 + 8ab- 16b

2 + 2ac + 8bc- 2. 
4(a- 2b + c) 

1er cas : b + Jëië < 0, i.e. ac- b2 < o. 
Montrons tout d'abord que 2 :$; Jm(k) :$; k, au moins à partir d'une certaine 
valeur de k. D'une part, nous remarquons que lim Jm(k) = +oo, donc pour k 

k-++oo 

assez grand, Jm(k) ~ 2. D'autre part 

Jm(k) _ k = 2(b- c)k + 3a- 4b + c ~ -oo, 
2(a-2b+c) 

donc pour k assez grand Jm(k) :$;k. 

Le terme de plus haut degré (en fonction de k) de f(k, Jm(k)) étant ac~ b
2 

, 
a- +c 

on a lim f(k, Jm(k)) = -oo. 
k ..... +oo 

D'autre part f(k, Jm(k)- 1) = f(k, Jm(k) + 1) = f(k, lm(k)) +a- 2b + c donc 
lim f(k, Jm(k)- 1) = lim f(k, Jm(k) + 1) = -00. 

k ..... +oo k ..... +oo 

Or, il existe un entier naturel JE {2, ... , k} tel que Jm(k)- 1 < J :$; Jm(k) ou 
Jm(k) < J < Jm(k) + 1 . La fonction f étant continue et décroissante selon les j 
sur l'intervalle [0, Jm(k)] et croissante sur fJm(k), k], on en déduit que 

J(k, Jm(k)- 1) > J(k, J) ~ J(k, Jm(k)), 

OU J(k, Jm(k) + 1) > J(k, J) ~ J(k, Jm(k)). 

Donc lim f(k, J) = -oo. Ce dernier résultat contredit (5.14), et A(B) est fausse. 
k-++oo 

2eme cas : ac- b2 = 0, i.e. b = -...jëïé (puisque b :$; 0). On a 

J(k, Jm(k)) 
4k(aJ(ië + 2ac + c...jëïé) + a2 + 8aylaC + 14ac + 8cyac + 2 

4(a + 2yac + c) 
1 - 4(a + 6J(iC + c + 4kJ(iC). 
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f(k, Jm(k)) est alors négative pour tout kEN. De plus, quand k tend vers +oo, 
sa limite est -oo. On montre de la même façon que pour le 1er cas que l'assertion 
(5.14) ne peut donc pas être vérifiée, et que A(O) est fausse. 

3eme cas : b + .jaë > 0 i.e. ac - b2 > O. 

Quand k tend vers +oo, la limite de f(k, Jm(k)) est donc +oo. Donc, pour k assez 
grand, J(k, Jm(k)) est strictement positive. Or, rappelons que Jm(k) constitue le 
minimum de la fonction f(k,j) suivant la variable j. A partir d'une certaine 
valeur de k, on a donc V jE {2, ... , k}, f(k,j) > 0 ce qui garantit la réalisation 
de (5.14). On a alors, pout tout k ~ max{K1, K2} 

V jE {O, ... ,k+2}, x(O)k)) > 0, 

donc A(O) est vraie. 

Déterminons une évaluation de la valeur minimale de K vérifiant A(O). Pour cela, 
notons im(k) la valeur de j pour laquelle, à k fixé, J(k,j) atteint son minimum sur 
l'intervalle [2, k]. On peut choisir pour valeur minimale de K 2 vérifiant (5.14) est alors 
la plus petite valeur entière de k pour laquelle f(k,jm(k)) est strictement positive, et 
la valeur de K que nous cherchons est alors K =max{ KI, K2}, où K1 est déterminée 
par l'expression (5.13). 

Remarquons tout d'abord que 

k > a - 4b + 3c = k 
- 2(a- b) m, 

k > 3a - 4b + c = k 
- 2(c- b) M· 

D'autre part, la fonction f(k, Jm(k)) peut être considérée comme un polynôme de 
variable k dont les deux racines réelles sont 

k - ( v'a + JC)2 - 4b 
1 

- 2(b- yac) ' 
et 

k2 = (Va - JC)2 - 4b 
2(b + y'ac) . 

On remarque que, si k1 est toujours strictement négative, indépendamment des valeurs 
de a, b et c, par contre, k2 n'est positive que si b + Jëië > O. Remarquons dans ce 
cas, pour tout entier k > k2 , les masses x(e)kl), j E {2, ... , k} sont positives, puisque 
on a alors f(k,jm(k)) > O. Donc E(k2) + 1 constitue une majoration de la valeur K2 

recherchée. 
Supposons a ~ c pour la suite du raisonnement (le cas a ::; c est obtenu par 

symétrie). On alors 

a - 4b + 3c 3a - 4b + c 

) < , i.e. km ::; kM. 
2(a- b - 2(c- b) 
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1er cas : k2 < km <kM, alors k < Jm(k):::; 2 ce qui ne peut se produire que si k = 1. 
Or, on ne peut obtenir des masses uniquement positives à la première itération 
que si a> -2b etc> -2b. On a alors K=l. 

2eme cas : km< k2 <kM, ce qui ne se produit que si b > i (c- 3yaë). Pour tout k <kM, 
on a alors 2 :::; k < Jm(k) et f(k,j) est décroissante selon les j sur l'intervalle 
[2, k], donc ]m(k) = k, et 

f(k,jm(k)) = f(k, k) = ck2 + k(4b- c) + 2a, 

donc f(k,jm(k)) > 0 si k > ;c (c-4b+ V(4b- c)2 - 8ac). La valeur minimale 

de K2 est alors 

2b 2b 1( ) De plus-- < -- <- c- 4b + y(4b- c)2 - 8ac , donc K = max{K1 , K 2} = 
a c 2c 

K2. 

3eme cas : km :::; kM < k2 , ce qui est équivalent à b:::; i (c- 3y'Cië). Supposons qu'il existe 
un réel k0 tel que 

km< ko <kM et f(ko,Jm(ko)) >O. 

A partir du rang E(ko) + 1, toutes les masses sont donc strictement positives. 
Cependant, si il existe un entier K 0 tel que 

3a- 4b+ c 
2(c _ b) :::; Ko :::; k2, 

on a alors Jm(Ko) E [2, Ko] puisque Ko ~ 3~(: ~ ~ c donc Jm(Ko) = Jm(K0 ) 

et f(K0 ,jm(K0 )) :::; 0 car K0 :::; k2. Le polygone (J(Ko) pourrait donc posséder des 
masses négatives, ce qui serait en contradiction avec le fait que k0 < K 0 . Nous 
allons donc exclure ce cas. 

Nous considérons donc ici k ~ kM, donc 2 :::; Jm(k) ::; k et ]m(k) = Jm(k). La 
valeur f(k,jm(k)) est alors strictement positive si et seulement si k > k2 donc 

2b 2b 
K2 = E(k2 ) + 1. De plus k2 > -- ~--,donc 

a c 

Nous devons toutefois remarquer qu'il peut arriver qu'il n'existe pas d'entier K 0 

vérifiant kM :::; K0 :::; k2 . Dans ce cas, la valeur de K que nous venons de proposer 
ne donne qu'une majoration de la valeur recherchée. 
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Figure 5.3: Le nombre d'itérations K et M(a, ;3) en fonction de l'angle 'Y· 

0 

Remarque: Dans tous les cas, K = E ( ( ~(~ {~) 4b) + 1 constitue une ma­

joration du nombre d'itérations nécessaires et suffisantes pour obtenir un polygone à 
masses positives. 

Exemple: Considérons un arc de cercle de longueur 2"f, tel qu'il est décrit au Para­
graphe 4 .1. Rappelons que le polygone massique est alors 

Oo ((sin"/, cos"/); 1) 

(ji - ( ( 0, co: 'Y) ; cos 'Y) 

82 = ( (- sin 'Y, cos 'Y); 1) 

avec 'Y E [;, n[ pour que le problème ait un sens (c'est-à-dire, pour que x(OI) ::; 0). 

On a x(OI) + VX(Oo)x(B2 ) =cos 'Y+ 1 > 0, donc A(O) est vraie. 
Evaluons le nombre d'itérations nécessaires en fonction de "f. En utilisant les résultats 

de la Proposition 27, avec, dans le cas présent, a= c = 1 et b =COS"/, nous obtenons 

{ 

27!' 
1 si 'Y< 3 

K = -2COS/ 
E ( ) + 1 sinon. 

COS"f + 1 

Cette fonction est croissante et admet une asymptote pour 'Y = n ( voir la Figure 
5.3). Au delà d'une certaine valeur de"/, le nombre considérable d'itérations fournit un 
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polygone, certes à masses toutes positives, mais de longueur élevée. ll serait préférable 
d'utiliser un des changements de paramètre décrits dans les chapitres précédents. Le 
Corollaire 2 du Chapitre 4 propose un polygone de contrôle de longueur 4 dont les 
masses seront strictement positives après une élévation de longueur. 

On peut comparer cette évaluation à celle obtenue par l'intermédiaire des résultats 
plus généraux proposés par Fiorot et Jeannin [32, Théorème 1]: 

V ne courbe polynomiale de degré inférieur ou égal à n est représentée sous la forme 
de Bézier-de Casteljau relative à l'intervalle [0,1] par 

n 

F(x) = 'LB~(x).Pï, 
i=O 

ou, pour tout k E lN, par 

i=O 

avec les mêmes notations que celles que nous utilisons pour les vecteurs et les polygones 
massiques (Section 5.1}. 
Théorème Soit F : R --+ Rr (r E IN*) une courbe polynomiale de degré inférieur ou 
égal à n. Nous écrivons 

n+k 

F(x) = L bixi, bj ERr. 
j=O 

Pour toute valeur réelle é > 0, il existe un réel M(é) tel que pour tout entier 
k 2:: M(é)- n, Vi= 0 .. . n + k 

i
p.(k)- F (-i )1 < é 

' k+n - ' 

j-1 
M(é) = sup 1 , 

jEJ (1 + IJ~bjl)j-1 -1 
où J = {j/j = 2, ... ,n,bi =1- 0} et IJI = Card(J). 

Une borne plus simple mais moins précise est 

Ici, le dénominateur de BR[B0 , 81, 82] est une fonction polynomiale de IR: 

2 

F(t) = L bjxi 
j=O 

avec bo = 1, b1 = 2(cos')'- 1) et~= 2(1- cos')'). 
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Les points de contrôle de F(x) sont des réels et constituent les masses de (00 , 01 , 02 ). 

Notant a= min F(t) et {3 E]O, 1[, {3 étant assez proche de 1, nous déduisons de ce 
tE(O,l] 

théorème que 

V k?:. M(a{3)- 2, ViE {0, ... , k + 2}, x(O~k)) >O. 

1 , 4(1-cos-y) 
Or a = F(~) = 2(cos-y- 1), d'ou M(a/3) = {3(1 +cos-y)" Donc pour tout k > 

4(1- cos-y) 2 l d O(k) . .--. C d ., 
---'----~- , toutes es masses e sont stnctement positives. ette ermere 

1 +COS')' 
fonction apparaît également sur la Figure 5.3. 

Etudions plus particulièrement le cas 'Y= 
3
:. On a alors K=5. Numériquement, 

les masses des vecteurs o)k) constituant les polygones successifs ()(k) sont les suivantes: 

k\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
0 1 -0.71 1 
1 1 -0.14 -0.14 1 
2 1 0.15 -0.14 0.15 1 
3 1 0.32 -0.02 -0.02 0.32 1 
4 1 0.43 0.09 -0.02 0.09 0.43 1 
5 1 0.51 0.19 0.02 0.02 0.19 0.51 1 
6 1 0.57 0.27 0.09 0.02 0.09 0.27 0.57 1 

Les II-projections du polygone de contrôle O(s) sont présentées dans la Figure 5.4. 
Les points II(0~5)) ~ (4.12, 10.95) et II(Oi5)) ~ ( -4.12, 10.95), trop éloignés de l'origine, 
ne sont pas représentés. 

Remarque : Nous pouvons comparer ces résultats à ceux obtenus par une autre 
méthode d'élévation de la longueur consistant à multiplier les numérateurs et le dénomi-

nateur de la paramétrisation BR[O](t) = ( ~g;, ~gj) par un même polynôme P. On 

obtient ainsi un nouveau polygone de contrôle ()' tel que 

BR[O'](t) = (X(t)P(t) Y(t)P(t)) . 
~(t)P(t)' ~(t)P(t) 

Dans le cas d'un polygone e de longueur 2 tel qu'il est décrit dans cette partie, et 
d'un polynôme P de degré 1 que nous définissons par P(t) = aBJ(t) + {3Bi(t), avec 
(a, {3) E lR? -{(0, 0)}, on obtient 

1 1 
~(t)P(t) = aaBJ(t) + 3"(2ba + a{3)Bf(t) + 3(oo + 2b{3)B~(t) + c{3B~(t). 
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Figure 5.4: Polygone de contrôle de ()(5). 

Pour que les masses de()' soient positives, il faut donc que 

{ 

2bo:a~ :11°> 0 

ca+ 2b/1 > 0 
c/3 >O. 

Comme b < 0, ce système est équivalent au système (R2 ) 

{ 
0: ~ 0 

2b 
- 2b 0: > /1 > - ~0:. 

C ' d'' , . 'd d l . . ul t . c 2b 0 e systeme mequat10ns posse e es so utwns s1 et se emen s1 -
2
b o: > -~o:. r 

c 2b 
~ -- > -- puisque o: > 0 

2b a 
c 2b 

--o:>--0: 
2b a 

~ (2b+ yac)(yac- b) > 0 

~ 2b+ vac > 0 puisque b <o. 
Remarquons que, puisque b est strictement négatif, cette condition est plus restric­

tive que celle de la Proposition 27: b + Jëïë >O. 
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Exemple: Appliquons cette méthode aux arcs de cercle, avec les notations de l'exemple 
précédent. Pour que l'on puisse ainsi obtenir un polygone à masses strictement pos-

itives, il faut et il suffit que 2 cos 'Y + 1 > 0, c'est-à-dire ~ :::;; 'Y < 
2
;. Remarquons 

qu'avec la méthode précédente, pour i :::;; 'Y< 
2
;, on obtient également un polygone 

à masses positives en une unique itération. 
Une fraction rationnelle étant définie à un facteur près (ce qui apparaît d'ailleurs 

dans les inéquations de (R2)), nous pouvons choisir a= 1. Pour que (R2 ) soit vérifié, 

nous devons alors choisir (3 tel que 
2 

1 
> (3 > -2 cos"(, c'est-à-dire 

COS"( 

(3 =- (
2 

À + 2(1- À) COS"(), À E]O, 1[. 
COS"( 

Le nouveau polygone de contrôle est alors 

Ob = ( (sin 'Y, cos --y); 1) 

()' = ( ((1 +À+ 2Àcos 2"() sin 'Y , cos "f(3- À- 2À cos 2"()) ; (1 - À)(1 + 2 cos 2--y)) 
1 

( -1 + À)(1 + 2 cos 2"() (1- À)(1 + 2cos 2"() 6 cos--y 

()' _ (( sin 'Y (4À- 1) cos2 'Y+ 1- À) . -À(1 + 2 cos 2"()) 
2

- À+2Àcos2'Y' À(1+2cos2"()cos"(' 3 

()' (( . ) -(1 +À+ 2Àcos2"f)) 
3 = - sm --y, cos --y ; 

2 
. 

COS"( 

Rappelons que, lorsque les masses d'un polygone sont toutes strictement positives, 
la courbe qu'il contrôle est inscrite dans l'enveloppe convexe des II-projections de ce 
polygone. Il est donc important que la surface ainsi délimitée soit la plus petite possible. 
Déterminons pour un angle 'Y donné, la valeur de À permettant d'obtenir l'enveloppe 
convexe la plus restreinte possible, c'est-à-dire le polygone ()' pour lequel les distances 
II(Ob)II(OD et II(O~)II(O~) sont minimales. Les formules explicites de ces longueurs sont 

11( O~)II( 0~) 

II( ()~)II( 0~) 

4 sin 'Y cos 'Y 
1 - À 4 cos2 'Y - 1 

tan 'Y ( 1 + À ( 4 cos; 'Y - 1) ) · 

Nous cherchons À E]O, 1[ tel que, pour une valeur de --y donnée dans G, 2; [,la fonction 

M(À, 'Y) = max{II(O~)II(OD, II(O~)II(O~)} 

soit minimale. 
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Figure 5.5: Graph~ âe la fonction M ( 
1 

, "/). 
1- 2 COS"/ 

Après quelques calculs, nous obtenons ce résultat pour À = 
1 2

1 
. Le corn-

- cos"/ 

portement de la fonction M ( 
2
1 

, "/) = 
2 ~n "/ est illustré par la Figure 5. 5 

1 - cos "/ 1 + cos "/ 
(l'axe des ordonnées est muni d'une échelle logarithmique). 

Malgré cette "optimisation" de la surface, nous remarquons que, bien que pour 

certaines valeurs de"/ ("! = 
5
;, Figure 5.6) l'enveloppe convexe garde des dimensions 

27r 
raisonnables, celles-ci deviennent excessives lorsque la valeur de "/ se rapproche de 3 

511" . 
("! = g' Fzgure 5.1). 

5.4 Le cas cubique: n = 3 

Soit () = (00 , 01 , 02 , 03) un polygone massique de longueur 3, correspondant donc à 
une fonction rationnelle cubique. Nous proposons dans cette partie quelques résultats 
permettant de déterminer si en élevant la longueur de (), on peut obtenir un polygone 
à masses exclusivement positives. Afin de simplifier les expressions, nous noterons 

x(Oo) =a x(OI) = b 

Dans la suite, nous supposerons a > 0, d > 0 et b :S 0 ou c :::; 0, afin que le problème 
ait un sens. 

Proposition 28 Soit()= (00 , 01 , 02 , 03 ) un polygone massique de longueur 3, dont les 
masses vérifient: a > 0, d > 0 et b ~ 0 ou c ~ O. A(O) est vraie si et seulement si 

97 



Figure 5.6: Le polygone de contrôle()' pour 'Y= 
5
;. 

Figure 5.7: Le polygone de contrôle()' pour 'Y= 
5
;. 
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Preuve: Considérons un polygone(), dont les masses a, b, cet d vérifient a > 0, d > 0 
et b ::; 0 ou c ::; 0. 

Nous avons vu que A(()) est vraie si et seulement si la courbe BR[O] n'admet pas 
d'asymptote, c'est-à-dire si son dénominateur p(t) = aB3(t) +bBf(t) +cB~(t) +dB~(t) 
n'admet pas de racine sur l'intervalle [0, 1]. A(O) est donc vraie si et seulement si 
p( t) > 0, V t E [ 0, 1]. 

Or, selon Schmidt et HeB[29, Théorème 1], un polygone cubique vérifiant nos con­
ditions est non-négatif si et seulement si 

4ac3 + 4b3d + a2d2
- 6abcd- 3b2c2 ~O. 

En étudiant la démonstration proposée, nous remarquons que l'on a également 
p(t) > 0, V tE [0, 1] si et seulement si 

4ac3 + 4b3d + a2d2
- 6abcd- 3b2c2 >O. 

0 

Corollaire 7 Supposons a > 0, d > 0 et b ::; 0 ou c ::; 0. Soient m 1 = min {a, d}, 
m2 = min{b,c}, M 1 = ma.x{a,d} et M2 = max{b,c}. 

• Si Z:: ::; -~, A(O) est fausse. 

• Si m2 > --
3

1
, A(O) est vérifiée. Dans ce cas, le nombre minimal K d'itérations 

m1 
nécessaires est majoré par 

De plus si M2 ::; 0, K est minoré par 

Preuve : Considérons un polygone w de longueur 3, dont les masses sont de la forme 
x(wo) = Jl, x(wi) = QJ1, x(w2) = Q/1 et x(w3) = J1, avec J1 E JR:+ et q E IR-. 

Selon la Proposition 28, A(w) est vraie si et seulement si J14 (1 - q) 3 (1 + 3q) > O. 
1 

A(w) est donc vraie si et seulement si q > - 3, car q::; O. 

M2 1 M2 1 
• Supposons M

1 
::; - 3. Pour q = M

1 
et J1 = M 1, on a alors q::; - 3, donc A(w) 

est fausse. Les masses de () minorant celles de w, le Lemme 9 nous prouve que 
A(O) est également fausse. 
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m2 1 m2 1 
• Supposons-~ --

3
. Posons q =-et J-L = m1 . On a alors q > --

3 
donc A(w) 

m1 m1 
est vraie. Or les masses de ()majorent celles de w donc, selon le Lemme 9, A(B) 
est également vraie. 

Dans ce cas, le polynôme dénominateur de la courbe BR[w](t) est 

p(t) 

(5.15) 

et est en fait de degré 2. Le dénominateur p(t) est un trinôme dont les coefficients 

dans la base de Bernstein de degré 2 sont a'= J-L, 1J = ~ (3q- 1) et d = 1-L· Nous 

pouvons donc lui appliquer la Proposition 27. On remarque que 

a' > -2b' -Ç::::=} J-L > -2/-L (3q- 1) 
2 

~ q>O. 

ce qui est impossible. D'autre part 

b' > ~ (c'- 3Vaid) ~ ~(3q -1) > -i 
-Ç::::=} q > 0' 

ce qui est également faux. 

Nous avons donc b' :::; 1 ( c' - 3v'(ii'd). Nous sommes dans le 4eme cas de la Propo­
sition 27, et le nombre d'itérations nécessaires pour que les coefficients de ce 
polynôme soient tous positifs est donc 

K' = 
( 

1-L ) 
-4-(3q- 1) 

E 2 + 1 
2(i(3q- 1) + J-L) 

E (
2(1- 3q)) 

3 
+ 1. 

1 + q 

Dans le cas du polygone w, nous commençons à l'itération suivante. Les masses de 

w(K) sont donc toutes positives à partir de K = E (
2

(
1

-
3q)). Les masses de w 

1 + 3q 
minorant celles de e, ce nombre constitue une majoration du nombre d'itérations 
nécessaires pour (). On a donc 

. . m1 
car ICI q = -. 

m2 

KM= E (2(1- 3q)) = E (2(m1 - 3m2))' 
1 + 3q m1 +3m2 
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2 

-4 -2 

Figure 5.8: La courbe BR[B] et les II-projections de ses points de contrôle. 

D'autre part, si M2 < 0, les réels q' = Z: et J.l = M1 vérifient les mêmes relations 

que q et J-t. Par contre, le polygone B est cette fois majoré. Le nombre d'itérations 
nécessaires à l'obtention de masses toutes positives est donc minoré par 

Corollaire 8 Supposons que b < 0 et c > 0. Notons m 
max{ a, c, d}. 

• Sim> -~b, A(B) est vraie. 

• SiM< -~b, A(B) n'est pas vérifiée. 

Le cas b > 0 et c :::; 0 est symétrique. 

0 

min{a,c,d} et M 

Preuve : Considérons un polygone w de longueur 3, dont les masses sont de la forme 
x(wo) = x(w2) = x(w3) = /l, et x(wt) = b avec IlE JR*+ et bE 1R-. 

Selon la Proposition 28, A ( w) est vraie si et seulement si J-t(J-t - b) 2 
( 4b + 5 J-t) > 0. 

4 
Donc A(w) est vraie si et seulement si 4b + 5J-t > 0 i.e. Il> - 5b. 

101 



2 II(B~lO)) 
• 

4 6 8 

Figure 5.9: La courbe BR[B<10>] et les II-projections de ses points de contrôle. 

• Si m > -~b, on pose f..L = m. Les masses de B majorent celles de w qui vérifie 

A(w). Donc, selon le Lemme 9, A(B) est vraie. 
4 

• Si M < - 5b, on pose f..L = M. Les masses de B minorent celles de w qui invalide 

A(w). Donc, selon le Lemme 9, A(B) est fausse. 
0 

Exemple : Considérons le polygone massique 

dont les II-projections et la courbe BR[B] sont représentées par la Figure 5.8. 
Ces vecteurs massiques vérifient les conditions du Corollaire 7. En effet, avec les 

notations de ce corollaire, nous avons ici m2 
= -~ce qui prouve que A(B) est vraie. Le 

m1 4 
nombre K d'itérations nécessaires pour que toutes les masses de fJ(K) soient strictement 
positives est donc encadré par Km= 8 et KM= 14. 

Numériquement, on constate que les masses sont toutes positives à partir de K = 10. 
La Figure 5.9 représente les II-projections du polygone fJ(lo). Les points II(B~10)) ~ 
(50.4, 8) et II(B~10)) ~ (29.58, 9.86) étant trop éloignés de la courbe, nous ne les avons 
pas représentés. Le point II(Bg0>) ~ (0, 1.06) se confond avec le point TI(Bg0>) = (0, 1). 
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Lexique: 

E : espace affine réel. 
& : espace vectoriel associé à E. 
t: complété projectif&. 
:F : espace affine dont & est un hyperplan. 
F: espace vectoriel associé à :F. 
n: un point de :F n'appartenant pas à&. 
& : espace des vecteurs massiques de & . 
n : isomorphisme de (t' EB' *) dans (F, +' . ) . 
nn: projection conique de sommet n, de :F- {n} dans t. 
n: projection naturelle de t- {0} dans t. 
x(O): masse de O. 
Bi : ieme polynôme de Bernstein de degré n à une variable. 
BR[O]: Courbe B-rationnelle de polygone de contrôle O. 
w(k): le polygone de contrôle obtenu après k élévations de longueur du polygone w. 
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